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Autoreferat - podsumowanie aktywnosci i osiggnieé naukowych

1 Dane kontaktowe

dr inz. Stawomir Milewski

Politechnika Krakowska, Wydzial Inzynierii Ladowej
Instytut Technologii Informatycznych w Inzynierii Ladowej
ul. Warszawska. 24, 31-155 Krakdéw, Polska

adres mailowy: s.milewski@L5.pk.edu.pl

numer telefonu: 506-307-797

2 Edukacja

1. Dr inz., Politechnika Krakowska, Wydzial Inzynierii Ladowej, Instytut Technologii Informa-
tycznych w InZynierii Ladowej, Krakow, 25-03-2009, dyscyplina: mechanika, praca doktorska:
"Higher Order Approximation, provided by correction terms, in the Meshless Finite Difference
Method - applications in mechanics” (pol. ” Aproksymacja podwyzszonego rzedu w bezsiatkowej
metodzie roznic skonczonych oparta na cztonach korckeyjnych - zastosowania w mechanice™),
promotor: prof. dr hab. inz. Janusz Orkisz, recenzenci: prof. dr hab. inz. Witold
Cecot, prof. dr hab. inz. Leszek Demkowicz.

2. Megr inz., Politechnika Krakowska, Wydzial Inzynierii Ladowej, Instytut Technologii Informa-
tycznych w Inzynierii Ladowej, Krakdéw, 23-10-2004, praca magisterska: "Metoda réznic skon-
czonych wyzszego rzedu i jej zastosowania w jednowymiarowych problemach brzegowych mecha-
niki”, promotor: prof. dr hab. inz. Janusz Orkisz, recenzent: dr hab. inz. Wojciech
Karmowski, prof. PK.

3 Kariera akademicka i naukowa

1. Od 2011.05.01 do chwili obecnej - adiunkt naukowo-dydaktyczny, Politechnika Krakowska, Wy-
dzial Inzynierii Ladowej, Instytut Technologii Informatycznych w Inzynierii Ladowe;.

2. Od 2008.10.01 do 2011.04.30 - asystent naukowo-dydaktyczny, Politechnika Krakowska, Wydzial
Inzynierii Ladowej, Instytut Technologii Informatycznych w Inzynierii Ladowej.

3. Od 2003.10.01 do 2004.09.30 - asystent stazysta, Politechnika Krakowska, Wydziat Inzynierii
Ladowej, Instytut Technologii Informatycznych w Inzynierii Ladowej.

4 Osiaggniecie naukowe

Osiagnigcie naukowe, stanowigce znaczny wklad w rozwéj dyscypliny budownictwo i uzasadniajace
wszczgcie postgpowania habilitacyjnego zgodnie z art. 16 ust. 2 ustawy z 14 marca 2003 r. o stopniach
naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki opiera sie na cyklu publikacji,
tematycznie powiazanych, pod zbiorczym tytulem

”Rozwijanie odpowiednich kombinacji metod typu deterministycznego i
stochastycznego do numerycznej analizy wybranych probleméw termicznych i
mechanicznych”

Cykl sklada sie z 11 publikacji, wymienionych i przedstawionych ponizej w sposéb szczegélowy.

Publikacje sa posortowane zgodnie z datg publikacji, poczynajac od najnowszych. Dla kazdej pozycji
z cyklu podano nastepujace dane: imie i nazwisko autora (autoréw), rok wydania, tytut, czasopismo,
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tom (wydanie): liczba stron, IF (Impact Factor, wspolezynnik wplywu, przyznawany czasopismom
z tzw. " Listy Filadelfijskiej”, czyli znajdujacym sie w wykazie Journal Citation Report (JCR)) oraz
punkty przyznane przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego (MNiSW) (obie wiclkoéei podane
zgodnie z rokiem publikacji), typ listy MNiSW (A - pozycje z listy JCR, B - pozycje spoza JCR), a
na koficu wyszczegélnienie i oszacowanie mojego wkladu wlasnego (podane w %).

4.1 Cykl publikacji

Al Stawomir Milewski, Roman Putanowicz, 2019, "Higher order meshless schemes applied to
the finite element method in elliptic problems”, Computers and Mathematics with Applications,
vol.77(4):779-802, IF = 1.860, MNIiSW = 40 (A).

Méj wklad w powstanie tej pracy polegal na opracowaniu podejécia aproksymacji podwyzszo-
nego rzedu bazujacej na wyrazach korekcyjnych wzoréw réznicowych dla metody elementéw
skoficzonych, opracowaniu sposobu oszacowania bledu a-posteriori dla rozwiazania MES na pod-
stawie rozwigzania odniesienia wysokiej klasy, wyprowadzeniu wszystkich wzoréw i odpowied-
nich algorytméw obliczeniowych oraz ich zaprogramowaniu i polaczeniu z generatorem siatek w
érodowisku Matlab, opracowaniu i przeprowadzeniu serii testéw numerycznych, ilustrujacych do-
kladnos¢, zbieznos¢ i zlozono$¢ czasowa opisywanej metody kombinowanej MES/MRS, a takze
na napisaniu catosci tekstu artykutu. Méj udziat procentowy szacuje na 60%.

A2 Witold Cecot, Stawomir Milewski, Janusz Orkisz, 2018, ”Determination of Overhead Power
Line Cables Configuration by FEM and Meshless FDM”, International Journal of Computational
Methods, vol.15(2):1-20, IF = 1.123, MNiSW = 25 (A).

Méj wkiad w powstanie tej pracy polegal na opracowaniu modelu numerycznego rozciagliwego
kabla bazujacego na bezsiatkowej metodzie réznic skoficzonych, wyprowadzeniu wszystkich wzo-
réw dla algorytmu Newtona-Raphsona, sformulowania stabego oraz metody réznic skoficzonych,
przygotowaniu i uzyskaniu rezultatéw dla czeSci przykladéw numerycznych zamieszczonych w
pracy oraz konsultacji wynikéw pozostatych, a takze na znacznym udziale w pisaniu tckstu arty-
kulu (zwlaszcza rozdzialéw 1, 3, 4, 6) oraz jego korekcie merytorycznej i jezykowej. Méj udziat
procentowy szacuje na 45%.

A3 Stawomir Milewski, 2018, "Determination of the truss static state by means of the combined

FE/GA approach, on the basis of strain and displacement measurements”, Inverse Problems
in Science and Engineering, artykul w druku, doi:10.1080/17415977.2018.1509966, IF = 1.125,
MNiISW = 20 (A).
Méj wkiad (jedynego autora) w powstanie tej pracy polegal na opracowaniu kombinowanej
metody clementéw skoficzonych w potaczeniu z algorytmami genetycznymi, opracowaniu algo-
rytmu rozwigzywania zada odwrotnych za pomocs tej metody dla kraty ptaskiej, opracowaniu
metodologii pomiaréw dostarczajacych dane do zadania (przemieszczenia wezléw i odksztalce-
nia pretéw), opracowaniu sposobéw wykrywania uszkodzonych czujnikéw, pretéw o ostabionej
sztywno$ci oraz identyfikacji optymalnej liczby czujnikéw przypadajacej na konstrukcje. Do-
datkowo wyprowadzilem wszystkie niezbedne wzory oraz opracowalem i wykonalem wszystkie
obliczenia w autorskim programic napisanym w §rodowisku Matlab. Caly tekst artykulu jest
mojego autorstwa. Mdj udzial procentowy wynosi 100%.

A4 Stawomir Milewski, 2018, " Combination of the meshless finite difference approach with the
Monte Carlo random walk technique for solution of elliptic problems”, Computers and Mathe-
matics with Applications, vol.76(4):854-876, IF = 1.860, MNiSW = 40 (A).

Méj wkiad (jedynego autora) w powstanie tej pracy polegal na opracowaniu kombinowanej bez-
siatkowe]j metody réznic skoniczonych w polaczeniu z podejéciem Monte Carlo z losows ciezka,
opracowaniu ogélnego algorytmu rozwiazywania zadan eliptycznych za pomocg tej metody, z
uwzglednieniem niercgularnej siatki weztéw, nicjednorodnoéci réwnania, dowolnego typu warun-
kéw brzegowych oraz anizotropii materialowej. Dodatkowo wyprowadzilem wszystkie niezbedne
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wzory oraz opracowalem i wykonatem wszystkie obliczenia w autorskim programie napisanym w
$rodowisku Matlab, ktérego kod zostal dolaczony do artykutu. Caly tekst artykutu jest mojego
autorstwa. Méj udzial procentowy wynosi 100%.

A5 Stawomir Milewski, 2017, ” Development of simple effective cloud of nodes and triangular mesh
generators for meshless and element-based analyses - implementation in Matlab”, Computer
Assisted Methods in Engineering and Science, vol.24(3):157-180, IF = 0, MNiSW = 14 (B).

Méj wklad (jedynego autora) w powstanie tej pracy polegal na opracowaniu sposobu genera-
cji siatek, ktéry moze byé wykorzystany zaréwno w metodach bezsiatkowych jak i opartych
na strukturze elementéw, wyprowadzeniu wszystkich niezbednych wzoréw oraz opracowaniu i
wykonaniu wszystkich obliczen w autorskim programie napisanym w érodowisku Matlab, kt6-
rego kod zostal dolaczony do artykulu. Caly tekst artykulu jest mojego autorstwa. Méj udzial
procentowy wynosi 100%.

AG Jan Jaskowicc, Stawomir Milewski, 2016, ”Coupling finite clement method with meshless
finite difference method in thermomechanical problems”, Computers and Mathematics with Ap-
plications, vol.72(9):2259-2279, IF = 1.697, MNiSW = 40 (A).

Moj wkiad w powstanie tej pracy polegal na opracowaniu programu obliczeniowego w $rodowisku
Matlab do implementacji wzoréw przygotowanych przez wspélautora, przygotowaniu i uzyskaniu
rezultatéw dla przykladéw numerycznych zamieszczonych w pracy, przygotowaniu rozdziatu nr
5 oraz korekcie merytorycznej i jezykowej artykutu. Méj udzial procentowy szacuje na 40%.

AT Jan Jakowiec, Stawomir Milewski, 2015, "The effective interface approach for coupling of
the FE and meshless FD methods and applying essential boundary conditions”, Computers and
Mathematics with Applications, vol.70(5):962-979, TF = 1.697, MNiSW = 40 (A).

Mo6j wktad w powstanic tej pracy polegal na opracowaniu programu obliczeniowego w srodowisku
Matlab do implementacji wzoréw przygotowanych przez wspétautora, praygotowaniu i uzyskaniu
rezultatéw dla przykiadéw numerycznych zamieszczonych w pracy. praygotowaniu rozdzialéw nr
2 inr 7 oraz korekeie merytorycznej i jezykowej artykutn. Méj udzial procentowy szacije na 40%.

A8 Stawomir Milewski, Janusz Orkisz, 2014, In search of optimal acceleration approach to ite-
rative solution methods of simultaneous algebraic equations”, Computers and Mathematics with
Applications, vol.68(3):101-117, IF = 1.697, MNiSW = 40 (A).

Moj wklad w powstanie tej pracy polegal na wspélopracowaniu podejécia prayspieszenia zbiezno-
sci metod iteracyjnych metoda postepu geometrycznego, dla ukladéw réwnan liniowych, wspél-
opracowaniu podejécia przyspieszenia zbieznosci metod iteracyjnych metoda relaksacji ze zmien-
nym jednym parametrem lub dwoma parametrami, dla ukladéw réwnaii liniowych i nieliniowych,
opracowaniu polaczenia metody réznicowej z podejéciem relaksacji dla zadan nieliniowych me-
chaniki (duze ugiccia belki zginanej oraz deformacja blony), wyprowadzeniu wszystkich wzoréw
i odpowiednich algorytméw obliczeniowych oraz ich zaprogramowaniu w $rodowisku Matlab,
opracowaniu 1 przeprowadzeniu serii testéw numerycznych, ilustrujacych dokladnoéé, zbieznogé i
zlozonod¢ czasows wszystkich opisywanych metod, a takze na napisaniu calogci tekstu artykutu.
Mdj udzial procentowy szacuje na 33%.

A9 Stawomir Milewski, 2012, "Meshless Finite Difference Method with Higher Order Appro-
ximation - Applications in Mechanics”, Archives of Computational Methods in Engineering,
v0l.19(1):1-49, IF = 2.931, MNiSW = 40 (A).

Méj wkiad (jedynego autora) w powstanie tej pracy polegal na opracowaniu algorytméw obli-
czeniowych do wszystkich, analizowanych w pracy, zadaii mechaniki (analiza termiczna, liniowo-
sprezysta oraz geometrycznie i fizycznie nicliniowa), opartych na bezsiatkowej metodzie réz-
nic skonczonych, potaczonej m.in. z metoda Monte Carlo, analiza zbioréw rozmytych, metoda
Newtona-Raphsona czy tez metoda wielosiatkowa, z uwzglednieniem aproksymacji podwyzszo-
nego rzedu opartej na wyrazach korckeyjnych, a takze na przygotowaniu wszystkich przykladéw
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publikacja rok IF lista MNiSW punkty MNiSW wspétautorzy méj wklad

Al 2019 1.860 A 40 1 60%
A2 2018 1.123 A 25 2 45%
A3 2018 1.125 A 20 0 100%
A4 2018 1.860 A 40 0 100%
Ab 2017 0 B 14 0 100%
A6 2016 1.697 A 40 1 40%
AT 2015 1.697 A 40 1 40%
A8 2014 1.697 A 40 1 33%
A9 2012 2.931 A 40 0 100%
Al0 2011 0.254 A 15 1 80%
All 2011 0 - 0 1 80%

Tabela 1: Szczegélowe" podsumowanie cyklu publikacji

i przeprowadzeniu obliczen, z wykorzystaniem autorskich programéw napisanych w jezyku C++
oraz $rodowisku Matlab. Caly tekst artykulu jest mojego autorstwa. Méj udzial procentowy
wynosi 100%.

A10 Stawomir Milewski, Janusz Orkisz, 2011, "Improvements in the global A-posteriori error es-
timation of the fem and MFDM solutions”, Computing and Informatics, vol.30(3):639-653, IF
= 0.254, MNiSW = 15 (A).

Moj wklad w powstanie tej pracy polegal na wspolopracowaniu sformutowania bezsiatkowej
metody réznic skoficzonych podwyzszonego rzedu dla zadan 1D i 2D, opracowaniu szczegdléw
dzialania wybranych estymatoréw typu hierarchicznego oraz wygladzeniowego dla bezsiatkowej
MRS. opracowaniu technik wykorzystania oceny bledu typu réznicowego dla metody elementéw
skoficzonych (kombinowane podej$cie MRS-MES), wyprowadzeniu odpowiednich algorytméw
obliczeniowych oraz ich zaprogramowaniu w $rodowisku Matlab, opracowaniu i przeprowadzeniu
serii testow numerycznych, ilustrujacych dokladnosé i zbiezno$é metody oraz napisaniu calodci
tekstu artykulu. Méj udzial procentowy szacuje na 80%.

A1l Stawomir Milewski, Janusz Orkisz, 2011, ”"Global-local Petrov-Galerkin formulations in the

meshless finite difference method”, Lecture Notes in Computational Science and Engineering:
Meshfree Methods for Partial Differential Equations V, vol.79:1-26 (rozdzial w monografii), IF
= 0, MNiSW = 0.
Méj wklad w powstanic tej pracy polegal na wspdlopracowaniu sformutowania typu Petrov-
Galerkin w polaczeniu z bezsiatkowa metoda réznic skoficzonych w problemach 1D i 2D, w
dwoch wersjach: MLPG5 oraz MLGP7, opracowaniu wersji aproksymacji podwyzszonego rzedu
bazujacej na wyrazach korekcyjnych operatora réznicowego dla MLGPS oraz MLPG7, wyko-
rzystywanej do oszacowania bledu a-posteriori oraz podejicia adaptacyjnego, wyprowadzeniu
odpowiednich algorytméw obliczeniowych oraz ich zaprogramowaniu w jezyku C++, opracowa-
niu i przeprowadzeniu serii testéw numerycznycl, ilustrujacych doktadnoéé i zbieznoéé metody
oraz napisaniu calodci tekstu artykulu. M6j udzial procentowy szacuje na 80%.

Ponadto, liczbowe podsumowania cyklu publikacji zostaly przedstawione w Tab. 1 (w sposéb szczegd-
lowy) oraz w Tab. 2 (w skrécie).
4.2 Zwigzek z dyscypling budownictwo

Whszystkie wymienione w cyklu prace maja cisly zwigzek z dyscypling budownictwo. Dotycza one
numerycznego modelowania proceséw termicznych i mechanicznych, zachodzacych w konstrukcjach
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typ publikacji liczba punkty MNiSW Impact Factor
artykuty listy JCR (MNiSW, lista A) 9 300 14.244
artykuly spoza listy JCR (MNiSW, lista B) 1 14 0
rozdzialy w monografii 1 0 0
suma 11 314 14.244

Tabela 2: Ogdlne podsumowanie cyklu publikacji

inzynierskich. Rozwigzanie analityczne takich proceséw jest mozliwe do uzyskania tylko w prostych
przypadkach. Dlatego tez niezbedne sa odpowicdnie narzedzia numeryezne, pozwalajace otrzymywad
rozwigzania przyblizone. Cykl prac obejmuje kilka propozycji kombinacji istniejacych metod, ktére
pozwalaja na szybsze, bardziej dokladne i efektywne rozwiazywanie zagadniefi inzynierii ladowej i
mechaniki. W kolejuych pracach analizowano takie zadania, jak deformacja konstrukeji pretowycly.
ustalony i nieustalony przeptyw ciepla przez tarcze, ptaski stan odksztalcenia i plaski stan naprezenia
oraz ogélny problem tréjwymiarowy. Rozwazano réwniez sprezenia stanu termicznego i mechanicznego,
w ktérych to dodatkowe odksztalcenie jest gencrowane przez przyrost tewperatury w konstrukeji.
Dodatkowo, wybrane prace dotycza rzeczywistych konstrukeji inzynierskich, np. nieliniowa analiza
napowietrznych kabli elektrycznych oraz odwrotna analiza konstrukcji kratowych, w ramach ktérej
obelgzenie kratownic jest odtwarzane na bazie pomiardw ich elementéw.

4.3 Wprowadzenie

Autoreferat jest zorganizowany w nastepujacy spos6b. Matematyczny opis rozpatrywanych proble-
méw zostal przedstawiony w Rozdziale 4.4. Jest on kontynuowany (Rozdzial 4.5) krétks prezentacja
wszystkich metod numerycznycl, stosowanych w moich badaniach. Zawiera ona ich rys historyczuy i
stan wiedzy, a takze ich wady i zalety oraz najczestsze pola zastosowan. Metody te mozna podzielié
na deterministyczne (metoda elementéw skonczonych (MES), metoda réznic skoiczonych
(MRS), bezsiatkowa metoda réznic skonczonych (BMRS)) i stochastyczne (metoda Monte
Carlo (MC), a takze algorytmy genetyczne (AG)). Pierwszy typ metod bazuje na jednoznacznie
okreslonych parametrach wejéciowych i na podstawie zadanej dyskretyzacji obszaru oraz aproksymacji
funkcji dostarcza jednoznacznego rozwigzania zadania. Drugi typ bierze pod uwage losowo$é parame-
tréw i niepewno$é modelu, wykorzystuje zatem procesy stochastyczne i dostarcza rodziny rozwigzan,
z ktérych nalezy wybra¢ najlepsze rozwigzanie, przyjmujac odpowiednie kryteria. W najwazniejszym
rozdziale (Roz. 4.6) oméwiono szczegdlowo nowatorskie kombinacje powyzszych metod. Za kas-
dym razem wyréznione zostaly oryginalne elementy, zaproponowane i opracowane przeze mnie (wy-
lacznie lub we wspéipracy z innymi wspétautorami moich prac badawczych). Ostatecznie, w Rozdzia-
le 4.7, zaprezentowane sa wyniki wybranych eksperymentéw numerycznych, wykonane na problemach
testowych i uzyskane w caloSci przeze mnie. Sg one przedstawione zgodnie z ich interpretacjami ter-
micznymi lub mechanicznymi, ktére odpowiadaja podstawowej zawartosci kolejnych prac, zawartych w
wyzej wymienionym cyklu. Tekst uzupelniaja trzy listy literatury: pozycje z listy A (podrozdzial 4.1)
obejmuja pozycje cyklu publikacji stanowigcego osiagniecie naukowe, pozycje z listy B (podrozdzial
5.1) to moje pozostate autorskie badZ wspétautorskie artykuly, natomiast pozycje z listy R (rozdzial
7) to odnoéniki do fundamentalnych prac z dziedziny mechaniki obliczeniowej, z ktérych zaczerpnatem
bezpoérednia inspiracje do moich badah naukowych.

4.4 Opis analizowanych probleméw

Cykl publikacji dotyczy zagadnien termicznych (stacjonarnych i niestacjonarnych), mechanicznych (li-
niowych i nieliniowych) oraz sprzezonych probleméw termomechanicznych, z uwzglednieniem efektéw
czasowych. Najbardziej ogélne sformulowanie takiego sprzezonego problemu mozna podaé w nastepu-
jacy sposéb: znalez¢ skalarng funkcje temperatury (T') i wektorowy funkeje przemieszezen (u), ktére
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speiniajgq odpowiednie réwnania rézniczkowe natury termicznej

~ (:pT—}- divg=f, wi (4.1)
T=TnadQp, qn=¢, nadfdy, T=0dlat =0 ’

i mechanicznej
dive+b=0, wi)

on=tnadfl, u=1, nad,, u=0dlat=0 4:2)

W powyzszych wzorach, p oznacza gestos¢ masy, ¢ - cieplo wlaéciwie, T = T (x) € R C C? - nieznana
funkcje temperatury, P temperature przypisang do brzegu, q - nieznany wektor strumienia ciepla,
q - strumien ciepta przypisany do brzegu w kierunku normalnym, f - intensywno$é generacji ciepla
wewnatrz obszaru (tzw. Zrédlo ciepla), o - tensor naprezenia drugiego rzedu, wynikajacy z € - tensora
odksztalcenia drugiego rzedu, b - wektor sil masowyeh, t - wektor naprezenia, przypisany do brzegu
(tzw. "trakcje”), u = u(x) € R" C C? - nieznany wektor przemieszczenia i @ - wektor przemiesz-
czenia, przypisany do brzegu. Wymiar n moze by¢ réwny 1 (przypadek 1D, przykladowo konstrukeje
pretowe), 2 (przypadek 2D, przyktadowo problemy plaskie (PSO lub PSN) i osiowo-symetryczne),
lub 3 (ogélny przypadek 3D). Ponadto, 2 oznacza dziedzine (obszar) zadania, a dQyp, 99, 90 and
05, sa czeSciami brzegu z odpowiednio zadanymi warunkami brzegowymi, podczas gdy n jest wer-
sorem normalnym do brzegu i skierowanym na zewnatrz obszaru. Réwnania (4.1) i (4.2) powinny
by¢ uzupelnione odpowiednimi zwiazkami fizycznymi, przykladowo prawem Fouriera dla materialéw

anizotropowych
q=-A-VT (4.3)

a takze uogdlnionym prawem Hooke’a
o=E:¢€" (4.4)

W powyzszych réwnaniach, A jest tensorem drugiego rzedu wspéiczynnikéw przewodzenia ciepta (w
specjalnym przypadkach A = A € R dla materialéw izotropowych i A = diag A\; dla materialéw
ortotropowych, i = 1,...,n), a B jest tensorem czwartego rzedu mechanicznych statych materiatowych
(przyktadowo, modul Younga E i wspétczynnik Poissona v lub stale Lame’go, alternatywnie). Tensor
calkowitego odksztalcenia (€) moze byé rozbity na cz¢$¢ mechaniczna (€¥) oraz termiczng (e7)

e=¢€"+el (4.5)

przy zalozeniu matych odksztalcen. Co wiecej, czeé¢ mechaniczna moze zawiera¢ wplyw efektéw spre-
zystych i plastycznych (e = €®+€”), jednakze tylko efekty sprezyste sg rozwazane w moich dotychcza-
sowych badaniach (" = €®). Odksztalcenie sprezyste €° jest powigzane z wektorem przemieszczen (u)
poprzez réwnania geometryczne, podezas gdy € = oT'1, gdzie o jest wspélezynnikiem rozszerzalnogei
termicznej, a I jest tensorem jednostkowym drugiego rzedu.

Lokalne (mocne) sformulowanie sprzezonego problemu, podane powyzej, moze by¢ zastosowane
bezpoérednio do analizy bezsiatkowej (tj. analizy z aproksymacja budowang jedynie na bazie punktéw
(wezléw), bez wymuszania struktury siatki). Jednak w przypadku siatki elementéw skoficzonych, na-
lezy opracowaé odpowiednie formuty globalne (np. sformulowanie stabe (wariacyjne)) dla obu typéw
modeli). Jest to dosyé zlozone zagadnienie, dlatego zostalo pominigte w niniejszym opracowaniu. Jed-
nakze, wiecej szczegbéloéw na ten temat mozna znalezé w moich autorskich i wspétautorskich pracach
[A1, A2, A6 = A8], a takze w [R1, R3 + R5].

4.5 Opis stosowanych metod

Wéréd metod obliczeniowych, stosowanych w moich badaniach, szczegélnie warto wymienié ponizsze,
przedstawione w kolejnych podrozdziatach.
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4.5.1 Metoda elementéw skoniczonych (MES)

MES [R1] jest najezescicj stosowana metoda typu deterministycznego. Jej charaktervstyczna cechy jest
podzial obszaru zadania (ciaglego) na zbiér dyskretnych figur geometrycznych (elementéw skonczo-
nych), z weztami (ogélnie) umieszczonymi w ich wierzchotkach, krawedziach, $cianach i/lub wnetrzach.
Poszezegdlne clementy sg ze sobg polaczone przez relacje przylegania, tworzac strukture regularng
lub nieregularna. Aproksymacja nieznanej funkcji budowana jest w obrebie elementéw skoniczonych,
przyjmujac wartoéci wezlowe jako stopnie swobody. Dlatego potrzebne sg odpowiednie sformutowania
warlacyjne, pochodzace od mocnych (4.1) i (4.2). Wspdlezesna mechanika obliczeniowa jest zdomino-
wana przez MES. Jest to w pelni dojrzale i uniwersalne narzedzie, stosowane w analizie numerycznej
szerokiej klasy probleméw poczatkowo-brzegowych. Jednakze mozna zauwazy¢ kilka powaznych wad
standardowego algorytmu MES, w tyim czasochlonne generowanie siatki, niezadowalajaca dokladnodé
pochodnych rozwiazania (z wyjatkiem mieszanej wersji MES), jak réwniez czasochlonna generacje
elementéw skoficzonych o wysokim rzedzie interpolacji [R3].

4.5.2 Metoda réznic skoniczonych (MRS)

MRS [R5] jest najstarsza deterministyczna metoda analizy numerycznej probleméw brzegowych. Ba-
zuje ona na regularnych siatkach weziéw i prostych operatorach réznicowych, zastepujacych pochod-
ne, ktére pojawiaja sie w réwnaniach (4.1) i (4.2). Chociaz jest bardzo prosta i stosunkowo szybka,
ogranicza si¢ do probleméw z nieskomplikowana geometria, ze wzgledu na brak mozliwoéci lokalnych
zageszczen siatki. Mozna ja jednak stosowaé do obu typéw sformulowan (mocnych i stabych).

4.5.3 Bezsiatkowa metoda réznic skoficzonych (BMRS)

BMRS [A9, R5, B3] nalezy do szerokiej grupy (ponad stu) (deterministycznych) metod bezsiatko-
wych (MB, [R2, R5]), ktére sg skutecznie rozwijane przez ostatnie 40 lat. Zgodnie z definicjg podana
przez S.Idelsohna i T.Belytschko ([R11]), te metody sa bezsiatkowe, w ktérych aproksymacja nie-
znanej funkcji budowana jest tylko w odniesieniu do weziéw. Dlatego uzywaja one nieregularnych i
niestrukturalnych chmur wezléw, w ktérych to wezly mogg byé rozmieszczone calkowicie dowolnie,
bez jakicjkolwiek struktury narsuconej a-priori, jak podzial obszaru na clementy lub regularnosé siat-
ki lub tez ograniczenia wynikajace z rzutowania pomiedzy obszarem strukturalnym i rzeczywistym.
MB mozna podzieli¢ na kilka typéw, na przyklad w zaleznosci od sposobu, w jaki jest skonstruowana
lokalna aproksymacja funkeji. Chociaz w pelni dojrzale, metody bezsiatkowe weigz sa rozwijane jako
wspéiczesne narzedzie do analizy dla szerokiej klasy probleméw brzegowych. W szczegdlnoéci sg one
efektywne w problemach z ruchomym brzegiem, propagacja peknieé, ubytkiem materialu (np. z powo-
du korozji), duzymi odksztatceniami, problemami nieliniowymi, skupionymi obcigzeniami, jak réwnie
w bardziej konwencjonalnych problemach, ktére jednak wymagaja czestej poprawy polozenia i liczeb-
noéci weztéw. BMRS jest jedna z najstarszych, a zatem prawdopodobnie najbardziej rozwinietych
metod bezsiatkowych (przynajmniej od 1977 roku). W BMRS lokalna aproksymacja jest, w wiekszosci
przypadkéw, generowana przez metode ruchomych wazonych najmniejszych kwadratéw (ang. MWLS,
[R5, R6]). Mozna tu wymienié liczne zalety BMRS, a mianowicie elastycznoéé wyboru sformutowania
problemu (dowolne zawierajace pochodne funkcji); efektywne zastosowanie dowolnie nieregularnych
chmur wezléw, generowanych na podstawie, przykiadowo, funkcji gestosci wezléw; brak struktury ele-
mentu do selekcji wezldéw, aproksymacji funkeji, calkowania numerycznego, dyskretyzacji warunkéw
brzegowych, koicowej obrébki wynikéw; istnienie wersji lokalnej metody (bez potrzeby calkowania
numerycznego); gladkie rozwigzanie i jego pochodne (w wyniku jego obrébki za pomoca MWLS);
bezwarunkowa nad-zbiezno$¢ pochodnych rozwiazana, a takze latwa automatyzacja calego procesu
adaptacji typu h [R3, R4].
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4.5.4 Metoda Monte Carlo (MC) z techniky losowej ciezki

Idea tego podejscia probabilistycznego (nazwancgo metoda Monte Carlo i opracowanego przez S.Ulama
i J.von Neumanna [R7]) bazuje na wykonaniu szeregu symulacji (préb), reprezentujacych analizowany
problem, z losowo wybranymi wartoéciami wejSciowymi . W konsekwencji osiagnieta zostaje okreglona
liczba prawidlowo zdefiniowanych sukceséw. Liczba prob zakofczonych powodzeniem odniesiona do
liczby wszystkich préb, przeskalowana przez wielko$¢ wymiarowa (diugosé¢, powierzchnia, objetosé,
warto$¢ funkeji) pozwala na oszacowanie nieznanego rozwiazania, pod warunkiem, ze liczba préb jest
wystarczajaco duza. Ta prosta koncepcja zostala wykorzystana w réznych problemach algebraicznych
i rézniczkowych, w ktérych okreslenie rozwigzania moze by¢ klopotliwe (np. w duzych przestrzeniach)
lub nawet praktycznie niemozliwe przy uzyciu analitycznych metod i deterministycznych narzedzi
numerycznych. W moich badaniach uwage skupilem na numerycznym rozwiazywaniu réwnai roz-
niczkowych w wybranych punktach wewngtrznych obszaru problemu. Seria préb przeprowadzana jest
za pomocy techniki stochastycznej, zwiazanej z generowaniem tzw. losowych éciezek (ang. random
walks), a mianowicie losowego wyboru $ciezki prowadzacej od rozwazanego punktu wewnetrznego (z
nieznanym rozwiazaniem) do punktéw polozonych na brzegu obszaru, gdzie rozwigzanie jest dane (z
warunkéw brzegowych podstawowego typu). Catkowita suma wszystkich liczbowych wskazan brzego-
wych (trafienia brzegowe), skalowana przez zadane wartoéci brzegowe i odniesiona do liczby wszystkich
losowych $ciezek, szacuje rozwiazanie réwnania Laplace’a w tym konkretnym punkcie. W rzeczywisto-
$ci jest ona zbiezna do rozwiazania MRS, pod warunkiem, ze liczba losowych éciezek jest wystarczajaco
duza. Co wigcej, kazda Sciezka sklada sie z serii losowych ruchéw od wezla do wezla, ktére mozna uznad
za elementy tancucha Markowa. W najprostszym przypadku wszystkie kierunki ruchu i rozmiar kroku
(odleglod¢ pomiedzy sasiednimi wezlami) sa wstepnie zdefiniowane (np. w przypadku uzycia regularnej
siatki punktéw), co prowadzi do tzw. ustalonej losowej éciezki.

4.5.5 Algorytmy genetyczne (AG)

AG [R8] sa probabilistycznymi metodami przeszukiwania przestrzeni dopuszczalnych rozwiazan, w celu
znalezienia optymalnego rozwiazania odpowiedniego problemu optymalizacji. Chociaz charakteryzujg
si¢ powolng zbieznodciy, pozwalaja na sknteczne rozwigzywanie probleméw niewypuktych. Funkcjo-
nowanie AG nieprzypadkowo przypomina zjawiska ewolucji biologicznej, poniewaz ich twérea, J.H.
Holland, czerpal inspiracj¢ z nauk biologicznych. W AG problem definiowany jest jako $rodowisko,
w ktorym istnieje pewna populacja jednostck. Kazdemu z osobnikéw przypisuje si¢ pewien zestaw
informacji stanowigcych jego genotyp, ktéry jest podstawa do stworzenia fenotypu. Fenotyp jest zbio-
rem cech pozwalajacych na oszacowanie wartosci funkeji celu modelujacej érodowisko. Innymi stowy,
genotyp opisuje proponowane rozwigzanie problemu, a funkcja celu (fenotyp) ocenia, jak dobre jest to
rozwigzanie. Sam genotyp sklada si¢ z chromosoméw, w ktérych kodowany jest fenotyp i ewentualnie
niektére informacje pomocnicze dla algorytmu genetycznego. W najprostszym przypadku chromo-
som sklada sie z gendw, ktore sa cyframi binarnymi (tj. bitami 0 Jub 1). Ponadto, w szerszej klasie
algorytméw ewolucyjnych (AE), chromosomy moga réwniez reprezentowaé liczby dziesietne. Poczat-
kowa populacja jest generowana losowo lub tworzona na podstawie wstepnych informacji dotyczacych
srodowiska. Populacja ta podlega ciagtym modyfikacjom za pomoca podstawowych operatoréw gene-
tycznych, przykladowo selekcji, krzyzowania, mutacji i innych.

Inne podejécia numeryczne (réwniez procedury przyspieszania procedur numerycznych), ktére zosta-
ly polaczone z tymi wymienionymi powyzej, obejmuja metode Newtona-Raphsona z nad-relaksacja,
bezsiatkowe sformulowanie lokalne Petrova-Galerkina (ang. MLPG [R9]) oraz podejécie zbioréw roz-
mytych [R10]. Ich krétki opis podano w nastepnym podrozdziale.

4.6 Opis proponowanych kombinacji metod

W wigkszosci przypadkéw, MES i inne podejécia do rozwiazywania zagadnief numerycznych sg przed-
stawiane jako antagonisci, chociaz z rzetelnym poréwnaniem ich zalet i wad [R2, R9]. Jednakze od-
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powiednie sprzezenia metod do obliczeniowej analizy probleméw brzegowych mechaniki i probleméw
inzynierii ladowej zostaly zainicjowane juz na poczatku lat dziewieédziesiatych ubieglego wieku [R11,
R13]. Od tego czasu, mimo iz temat ten zostal znacznie rozwinigty przez wicln badaczy, jest on na-
dal w fazie badaf. Gléwna idea sprzezenia metod jest wyeliminowanie lub zredukowanie wad jednej
metody (np. czasochtonne generowanie siatki, niski stopiefi zbieznoéci pochodnych rozwiazania, zlo-
zonos¢ obliczeniowa, czas obliczen) lub wykorzystanic zalet innej metody (brak struktury wezléw,
nad-zbiezno$¢ pochodnych rozwiazania, wygladzanie za pomoca najmniejszych kwadratéw, niezalezna
siatka calkowania, oszacowanie gradientu funkcji celu, istnienie stochastycznych rodzin rozwiazan itp.)
w bardzicj efektywny sposob. Przez lata wszystkie te badania, w tym prowadzone przese muie, zaowo-
cowaly réznymi mozliwymi podejéciami kombinowanymi, w ktérych sprzezenie mozna zastosowaé na
roznych poziomach analizy numerycznej:

1. Rézne metody stosowane w roztacznych podobszarach z odpowiednimi strefami przejéciowymi
(kombinacja réwnolegla), na przyklad spraezenie MES 7z metodami bezsiatkowymi, stosowane na
poziomie dyskretyzacji, z dodatkowa warstwa interfejsu (np. kombinowana MES-BMRS, opra-
cowana przez J.JaSkowca i przeze mnie w [A6,A7] i dalej przeze mnie wyltacznie w
[A3)).

2. Dyskretyzacja obszaru zadania za pomoca jednej metody i generowanie schematéw aproksy-
macyjnych za pomoca technik innych metod (kombinacja {gczona), na przyklad aproksymacja
MES, po ktérej nastepuje numeryczne rézniczkowanie za pomoca metody MWLS (np. ulepszo-
na MES-BMRS, opracowana catkowicie przeze mnie w [A1]) lub kombinowany algorytm
MES-AG do rozwiazywania probleméw odwrotnych (np. analiza odwrotna kratownicy, opraco-
wana catkowicie przeze mnie w [A3]).

3. Ogodlne przetwarzanie koficowe wynikéw jednej metody, za pomocg schematéw aproksymacyjnych
typowych dla innych metod (kombinacja szeregowa), na przyklad zastosowanie MWLS (typowego
dla BMRS) w analizie a-posteriori bledéw rozwiazania MES (np. na bazie rozwiazania MRS
wyzszego rzedu, opracowanego przez J.Orkisza i przeze mnie w [A10], i zastosowanego
do rzeczywistego problemu inzynierskiego w [A2]).

4. Kombinacja wybranych aspektéw i zasad dwéch lub wiecej réznych metod numerycznych w
celu opracowania zupelnie nowego oryginalnego podejécia (kombinacja rozszerzona), np. bez-
siatkowa metoda Monte Carlo (opracowana catkowicie przeze mnie w [A4]) lub polaczenie
MLPG/BMRS (opracowane przez J.Orkisza i przeze mnie w [A11]).

5. Inne, mniej typowe mozliwodci kombinacji, w tym te opracowane przez J.Orkisza i przeze
mnie, przedstawione w [A8,A9].

Ponizsze podrozdzialy omawiajg szczegélowo wszystkie kombinacje metod, ktére zostaly opracowane
tylko przeze mnie, lub tez wspdlnie ze wsp6tautorami moich prac (J.Orkisz, W.Cecot, J.Jaskowiec,

R.Putanowicz).

4.6.1 Laczona MES-BMRS na poziomie dyskretyzacji (kombinacja réwnolegta)

Obszar problemu jest podzielony na zbiér roztacznych podobszaréw, z réznymi metodami w kazdym
z nich ([A5, A6, A7]). W celach ilustracyjnych zalézmy, ze caly obszar problemu € jest podzielony
na dwa podobszary: iy (QUQy = Q10 NQy = @). Podzial ten jest wykonywany z okreslo-
nych powodéw, na przyktad §2; jest znacznie bardziej wrazliwe na obciazenie termiczne (np. z powodu
silniejszego przewodnictwa materiatu) i dlatego wymaga bardziej dokladnego rozwigzania niz drugi,
mnicj wazny {z. Mozna zastosowaé calkowicie rézne metody w obu podobszarach, z niezaleznymi ge-
stodciami dyskretyzacji, stopniami aproksymacji, siatkami niezgodnymi na interfejsie (czedci wspdlnej
podobszaréw) i wymusza¢ warunki cigglosci rozwigzania na tym interfejsie. Idea sprzezenia opiera sie
na wprowadzeniu bardzo cienkicj (choé skoficzonej) warstwy materiatu 8 5, oddziclajaccj te dwa
podobszary. Jej szerokos¢ jest dobierana zgodnie z odpowiednimi zalozeniami heurystycznymi i zalezy
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od parametrow dyskretyzacji i aproksymacji. Wzdluz tej warstwy interfejsu jest obliczana dodatko-
wa calka krzywoliniowa (w 2D) lub powierzchniowa (w 3D). Wynika ona bezpodrednio ze slabego
sformutowania (np. zasada wariacyjna) pierwotnego problemu. W zwigzku z tym zaréwno sformulo-
wanie problemu, jak i jego rozwiazanie pozostaja ciggle, chociaz aproksymacja rozwigzania wykazuje
niecigglodé, ograniczong przez szeroko$¢ warstwy interfejsu ([A6, A7]). Wprowadzono dwa operatory

(The=05-(1+T2), [T,=T-T; (4.6)

pozwalajace na obliczenie éredniej wartosci rozwigzania na interfejsie. W konsekwencji mozna sformu-
towaé jeden monolityczny schemat obliczeniowy, opracowany przez J.Jaskowca, w ktorym stosowanc sy
sprzezone dwupolowe (dla probleméw termomechanicznych) elementy skoficzone i nieregularna chmu-
ra weziéw. Problem algebraiczny rozwiazuje si¢ jednoczesnie dla obu podstawowych niewiadomych,
mianowicie temperatury weztowej i wektora przemieszezenia. Odpowiednie schematy aproksymacii,
opracowane przeze mnie w [A6, A7| i powiazane z MES i/lub BMRS, sa wprowadzane do réw-
nan wariacyjnych. Dodatkowe calki po wspdlnej warstwie interfejsu mozna podzielié na dwie grupy,
mianowicie te mmozone przez odwrotnodé szerokosci (odpowiedzialnej za cigglosé rozwigzania) oraz
wszystkie pozostate (z mnoznikami réwnymi 1 i samej szerokosci), ktére sa odpowiedzialne za zapew-
nienie ciagloéci pochodnych rozwiazan, a zatem moga by¢ uwazane za skladniki regularyzacyjne.

4.6.2 Ulepszona MES-BMRS na poziomie aproksymacji (kombinacja laczona)

Generowanie schematéw aproksymacyjnych wysokiego rzedu w MES wymaga modyfikacji siatki lub
uzycia weztéw znajdujacych sie na krawedziach elementéw (np. wiszacych weztéw), wzbogacenia ze-
stawu nieznanych stopni swobody (z ich opcjonalna statyczna kondensacja) lub odpowiedniej projekeji
z obszaru odniesienia do rzeczywistego [R1, R3, R4]. Moze to by¢ klopotliwe, gdy wymagane sg cze-
ste modyfikacje dyskretnego modelu (wstawianie, usuwanie i przesuwanie dowolnych weztéw ma silny
wplyw na topologie siatki). Ponadto aproksymacja moze byé rozpieta na réznych typach elementéw
skoficzonych, co komplikuje podzial i unifikacje tych elementéw (np. w problemach z ruchomym brze-
giem). Ponadto, we wszystkich wariantach, parametry calkowania numerycznego musza byé wybrane
w odpowiedni sposéb, aby uniknaé osobliwo$ci w macierzach sztywnosci elementéw, jak réwniez zja-
wiska blokady objetosciowej. Ulepszone podejscie MES-BMRS pozwala na wyeliminowanie wszystkich
tych wad ([Al]). Struktura MES, z najprostszymi mozliwymi wielomianami, w postaci interpoluja-
cych funkeji ksztaltu rzedu p’, jest stosowana dla otrzymania podstawowego rozwiazania. Nastepnie
rozwazane sa dodatkowe wyrazy wyzszego rzedu (do p¥ wlacznie). Te wyrazy pochodza z rozwi-
niecia wartosci funkcji w szereg Taylora, w punktach calkowania. Moga skladaé si¢ z pochodnych
wyzszego rzedu, jak réwniez mogg odpowiadac za redukeje nieciagtosci i/lub osobliwosci rozwiazania.
Pochodne wyzszych rzedow sy obliczanie za pomocy sktadania fornmt réznicowych (generowanych w
sposob bezsiatkowy w wezlach) i podstawowego rozwiazania MES, odpowiadajacego standardowym
funkcjom ksztaltu. Wyrazy korekcyjne modyfikujg tylko prawg strone réwnan MES, prowadzac do
prostej iteracyjnej procedury. Warto podkresli¢, Ze ostateczne rozwiazanie nie zalezy od jakoéci pier-
wotnej interpolacji. To rozwigzanie jest obarczone tylko bledem obcigcia wynikajacym z rozwiniecia
w Taylora.

W przeciwichstwic do rdznych technik wyzszego rzedu stosowanych w MES, MRS i metodach bez-
siatkowych, zaproponowane podejscie, opracowane w catosci przeze mnie w [A1], ktére pozwala
na uzyskanie rozwigzania wielomianowego w ramach interpolacji wysokiego rzedu p'’, ma wiele zalet,
a mianowicie:

- nie wymaga wprowadzania dodatkowych wezléw, ani uogélnionych stopni swobody o nieznanych
wartosciach do standardowych schematéw MES, ani zadnych modyfikacji istniejacej struktury
dyskretyzacji i/lub aproksymac;ji,

- nie wymaga wprowadzania wiszgcych weztéw (np. do celéw adaptacyjuych) ani statycznej kon-
densacji dodatkowych wewnetrznych stopni swobody (poniewaz takich nie ma),
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- moze byé zastosowana najprostsza interpolacja MES niskiego rzedu p” < pf (np. tréjkaty ze
standardowymi funkcjami liniowymi), bez wzgledu na koficowy rzad interpolacji p”/,

nie jest wymagane odwzorowanie miedzy obszarem rzeczywistym a obszarem odniesienia, ani
uzycie zadnych specjalnych (ortogonalnych) funkeji ksztaltu,

- zastosowanie najprostszych funkeji ksztaltu pozwala na unikniecie Zle uwarunkowanych i osobli-
wych schematdéw aproksymacji,

- numeryczne parametry catkowania odpowiadaja podstawowemu rzedowi interpolacji (p*), co

prowadzi do zmniejszenia liczby wymaganych punktéw catkowania (np. tylko 3 punkty na kazdy

element tréjkatny z liniowymi funkcjami ksztaltu),

globalna macierz sztywnoéci K jest generowana i agregowana, jak réwniez odwracana (K1) lub

rozkladana na czynniki tréjkatne (K = LLT) tylko raz dla catego procesu rozwiazania,

- pochodne niskiego rzedu (1 ,..,p") sa obliczane na etapie przetwarzania wynikéw, z wykorzy-
staniem interpolacji MES (dla gladkich rozwiazan) lub aproksymacji MWLS, a takze biezacego
rozwigzania T, na przyktad TF, odpowiadajacego pL,

- pochodne wyzszego rzedu (pf + 1, ..., p¥) sa obliczane za pomoca sktadania formul réznicowych,
odpowiadajacych niskiemu rzedowi aproksymacji,

- tylko prawa strona (wektor obciazenia B) globalnego ukladu réwnan algebraicznych (KT = B)
jest modyfikowana za pomoca odpowiedniej korekty, skiadajacej sie z pochodnych wyzszego
rzedu,

- cala procedura rozwigzania bazuje na iteracyjnym rozwigzaniu ukladu réwnain algebraicznych, z
tg samg macierzy sztywnosci, choé z prawg strong modyfikowana na kazdym kroku iteracji; ten
system moze byé rozwiazany, na przykiad, za pomoca rozkladu L i L’ okre§lonego a-priori, a
mianowicie rekursywnych formul ”krok wstecz” i "krok wprzéd”,

- duza jako$¢ rozwigzania wyzszego rzedu, z bardzo duzym tempem zbieznoéci,

- ze wzgledu na ceche nad-zbieznosel, pochiodue rozwigzania charakteryzuje wysoka dokladnogé i
tempo zbieznoéci, w pelni konkurencyjne wobec samego rozwiazania,

- rozwigzanie wyzszego rzedu moze by¢ stosowane jako wysokiej jakoSci rozwigzanie referencyjne
do celéw szacowania bledéw a-posteriori, jak réwniez w technikach adaptacyjnych.

4.6.3 Obrébka rezultatéw MES za pomoca BMRS (kombinacja szeregowa)

Gléwna idea podejscia jest opracowanie globalnych estymatoréw bledéw a-posteriori wysokiego rzedu.
Rozwigzanie wyzszego rzedu jest stosowane tutaj jako rozwiazanie odniesienia wysokiej jakosci, dla
kilku typoéw powszechnie stosowanych estymatoréw bledu rozwiazania, mianowicie estymatoréw hie-
rarchicznych, wygtadzajacych i residualnych niejawnych ([R3, R4]). Rozwiazanic odniesicnia wy#szego
rzedu zapewnia oszacowanie btedu rzedu 2p (w przeciwiefistwie do klasycznego (p + 1), uzywanego w
standardowej MES), gdzie p oznacza podstawowy rzad aproksymacji. W przeciwiefistwie do znanych
estymatoréw standardowych, nie jest potrzebny duzy naklad obliczeniowy. Konecepcja hierarchicznych
estymatoréw opracowanych przez J.Orkisza i mnie w [A10] sprowadza sie do dodatkowego
rozwigzania réwnan réznicowych. W takim przypadku zmodyfikowana jest tylko prawa strona tych
réwnan, podezas gdy liczba weztéw w chmurze i operatory réznicowe pozostaja niezmienione. W przy-
padku estymatoréw wygtadzania mozna bezposrednio wykorzysta¢ wyrazy korekcyjne dla bardziej
doktadnego obliczenia pochodnych rozwiazania. Dodatkowo, wygladzanie tych pochodnych jest wbu-
dowane w aproksymacje MWLS i technike skladania pochodnych wyzszego rzedu. Dlatego te? 7adna
dodatkowa technika wygladzania (jak znana technika Zienkiewicza-Zhue) nie jest wymagana. Ponadto,
lepsze oszacowanie bledu resztkowego mozna zastosowaé w estymatorach residualnych typu jawnego
(prostszych, ale mniej dokladnych), jak i typu niejawnego. Odpowiednie wyrazy korekcyjne oblicza.
si¢ za pomocy standardowego rozwigzania MES oraz rozwiniecia wartosci funkcji w szereg Taylora.
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Sa one stosowane w celu uzyskania rozwiazania wzorcowego MES/BMRS, ktére mozna wykorzystaé
do oszacowania bledu a-posteriori. Warto podkresli¢, ze takie podejécie nie wymaga zadnych dodat-
kowych informacii o topologii siatki. Wykorzystuje ono tylko te, ktory zostaly wygenerowane a-priori
dla analizy MES.

4.6.4 Metoda Monte Carlo z technikg bezsiatkowej Sciezki (kombinacja rozszerzona)

Zaproponowane podejscie zostalo opracowane w caloéci przeze mnie w [A3], uwazam je za
swoje najwazniejsze osiggniecie, do chwili obecnej. Opiera sie ono na kilku cechach BMRS.
Wybrane pryncypia oryginalnego podejécia Monte Carlo (MC) z ustalona losowsa Sciezks, uméwione
powyzej, zostaly przeformulowane i rozszerzone. Po pierwsze, potencjalne kierunki kazdego kolejnego
ruchu musza by¢ wybrane zgodnie z odpowiednimi kryteriami wyboru kierunku (kryterium odlegloéei,
kryterium krzyza, kryterium sasiadéw Voronoi). Co wiecej, prawdopodobiefistwa wyboru moga byé
okreélone przez schematy réznicowe, generowane za pomoca aproksymacji MWLS nieznanej funkcji.
Dodatkowo, te prawdopodobiefstwa, a takze ostateczna formuta MC powinny uwzgledniaé anizotropie
materiatu, warunki brzegowe typu mieszanego, jak réwniez niejednorodne funkcje Zrédlowe (intensyw-
noéé obciazenia). Proponowane podejécie MC z bezsiatkows Sciezka ma wiele zalet, a mianowicie

- nie wymaga dodatkowej przebudowy pierwotnego problemu brzegowego,

- moze by¢ zastosowane do zlozonych geometrii i probleméw eliptycznych w bardziej ogélnej for-
mie, poniewaz zaréwno dlugodé kroku, jak i kierunki ruchu sa zmienne, a zatem skutecznie
dostosowuja si¢ do lokalnego rozkladu wezléw i natury réwnania,

- bierze pod uwage wszystkie dane a-priori (np. parametry obcigzenia, wspélczynniki materialowe,
wymiary obszaru),

- dostarcza wyrazna relacje typu stochastycznego, wiazaca wielkodci wyjéciowe (warto$ci nieznanej
funkcji w wybranych punktach) i dane wejéciowe (np. parametry obciazenia), dlatego jest szcze-
gélnie wygodne w problemach, w ktérych wartodci funkeji w wybranych punktach musza byé
wielokrotnie obliczane (np. problemy nieliniowe, rozwiazywane w sposéb przyrostowo-iteracyjny,
problemy niestacjonarne, problemy odwrotne),

- moze by¢ dodatkowo sprzezone z dowolnymi metodami deterministycznymi i stochastycznymi,
na przyklad sprzezenie MC/MES w celu analizy tego samego problemu w kilku podobszarach; w
kazdym podobszarze, obowigzuje inna metoda (np. zgodnie z wymogami dokladnosci i ograni-
czeniami geometrii) i jest ona stosowana oddzielnie, a nastepnie obliczana jest dodatkowa calka
po wspolnym interfejsie, wymuszajaca ciaglo§é rozwiagzania i jego pochodnych,

- jest ono bardzo proste i szybkie, szczegdlnie gdy wysoka doktadnoéé rozwigzania nie jest jednym
z najwazniejszych aspektéw analizy (np. wstepna ocena rozwigzania dla przyszlych procedur
iteracyjnych).

Losowy wybdr caterech zwrotéw dla dwdch wzajemnie prostopadiyeh kierunkdéw, v réwnym prawdopo-
dobiefistwem kazdy, co jest naturalne dla regularnej siatki, nie obowiazuje w przypadku nieregularnych
chmur wezléw. Nalezy zatem zastosowaé nowe kryteria wyboru kierunku, wykorzystujac nieregular-
ny rozklad wezléw. Zaréwno calkowita liczba wezléw w takiej konfiguracji (nazywana gwiazda lub
matryca w analizie MRS), jak i ich rozklad powinny byé okreslone w taki sposéb, aby wynikowy
schemat aproksymacji pozostal dobrze uwarunkowany i nieosobliwy. Zatem liczba wezléw jest zwykle
wieksza niz jest to wymagane z rzedu operatora rdzniczkowego. Najprostsze kryterium opiera sie tylko
na odlegtosci miedzy weztami. Z kolei, w kryterium krzyza, dla przypadku 2D, najblizsze sasiedztwo
wezla centralnego jest podzielone na cztery strefy. Kazda z czterech pélosi jest przypisana do jednej
z tych stref. Okreslona liczba weztéw (zwykle 2, 3, 4, w zaleznoéei od rzedu pochodnych), najblizej
wezla centralnego (punktu), jest wybierana z kazdej strefy osobno, dlatego liczba wezléw w gwiezdzie
MRS jest zawsze stala. W konsekwencji, réwne prawdopodobienstwa kierunku ruchu, odpowiadajace
standardowemu podejéciu MC, nie zachowaja sie przy heterogenicznym rozkladzie kierunkéw ruchu.
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Dlatego nalezy ustali¢ nowe zasady ich obliczania, biorac pod uwage nieregularnosci wezléw. Naj-
bardziej intuicyjna koncepcja opiera sie na odwrotnej proporcjonalnosci miedzy diugoéciag mierzong
wiedzy dwoma weztami, odlozong w kierunku nastepnego ruchn, a prawdopodobiefistwen jego wybo-
ru. Innymi stowy, im dluzsza dilugo$é kroku w danym kierunku, tym mniejsze prawdopodobiefistwo
wyboru tego kierunku. Taka koncepcja moze byé wdrozona w sposéb naturalny przy uzyciu MWLS.
Gdy znanc sy potencjalne kierunki nast¢punego ruchu i odpowiednie prawdopodobichstwa wyboru,
ogoélne zasady procedury losowej Sciezki pozostaja niezmodyfikowane. Kolejny element $ciezki jest ge-
nerowany losowo, do czasu, az osiagnigty zostanie pierwszy wezel brzegowy, w ktérym znamy wartosé
rozwigzania. W konsekwencji, nie wszystkie wezly brzegowe koficza losowa Sciezke, poniewaz mogy
one odpowiadaé naturalnym warunkom brzegowym, dla ktérych znamy wartoéci pochodnych, zamiast
samego rozwigzania. Ponadto nalezy zbudowac¢ odpowiednia statystyke trafiefh we wszystkie wezly (nie
tylko brzegowe), odwiedzone w czasie budowy $ciezki. Jest to wymagane z punktu widzenia ostatecz-
nej formuty MC, ktéra mozna uznaé za aproksymacje stochastyczna wszystkich znanych parametréw
materialowych i obcigzeniowych zadania.

4.6.5 Laczone podejscie MES-AG (kombinacja aczona)

Rozwazmy ustalony (niezalezny od czasu) problem termiczny (4.1) ze stalym obcigzeniem brzegowym
(T, ). Zalézmy, ze wybrane parametry materialowe i obciazeniowe sa nieznane (P = [, T, g‘r?])ni
musza by¢ wyznaczone na podstawie dodatkowych informacji, mianowicie pomiaréw temperatury 71}
w my wyizolowanych punktach wewnetrznych %;

TG) =T+ AT, i=1,2,...,my (4.7)

7 przypisanymi tolerancjami pomiarowymi AT; w kazdym punkcie. Ten problem moze by¢ traktowany
jako odwrotny problem cieplny (np. wyznaczenie obciazenia termicznego lub/i identyfikacja parame-
tréw cieplnych). Jego podstawowy model matematyczny stanowi nieliniowy problem optymalizacji

1 & -\ 2
POPY — argmin F(P), F=,—S (T(%.P)-T: 4.8
s min F(P) Z( (%, P) ~ 1) (48)
z warunkami ograniczajacymi typu nieréwnosciowego
T (%:,P) - Ti| < AT}, i=1,2,....,my (4.9)

formutowany na podstawie sredniego bledu kwadratowego miedzy zmierzonymi i obliczonymi warto-
§ciami temperatury. Rézne metody optymalizacji ([R12]), typu deterministycznego, probabilistycznego
i zlozonego, moga by¢ zastosowane do rozwigzania (4.8) z (4.9), na przyklad bezgradientowe metody
wyszukiwania (algorytmy genetyczne lub ewolucyjne) lub metody pétanalityczne typu gradientowego
(bisekcja, gradienty sprzezone, kierunki dopuszczalne). Niezaleznie jednak od rodzaju metody, nume-
ryczne rozwigzanie rozwazanego problemu optymalizacyjnego wymaga wielu rozwigzafi pomocniczych
probleméw cieplnych. Dlatego zlozonos¢ obliczeniowa metody silnie zalezy od wyboru metod po-
érednich, a takze od liczby zmiennych decyzyjnych (nieznane obciazenie i parametry materialowe).
Nastepujaca strategia numeryczna, opracowana catkowicie przeze mnie w [A3], i laczaca meto-
de elementéw skoficzonych oraz podejécie bazujace na algorytmach genetycznych (MES/AG), zostala

przyjeta:
1. Generacja algebraicznego modelu MES
KT (P) =F(P) (4.10)

rozwazanego problemu. z macierza sztywnosci K koficowego uktadu réwnan, po agregacji. Mimo
iz wektor obeiazen weztowych F o (ktéry zawiera P) podlega ciaglej modyfikacji, K pozostaje
niezmieniona. Dlatego tez, jej odpowiednia dekompozycja LL! moze byé przeprowadzona a-priori
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(tylko raz), podczas gdy w ramach kolejnych pokolefi genetycznych, wykonuje sie tylko krok-
wstecz i krok-wprzéd (LV (P) = F (P) i LTT (P) = V (P)), co prowadzi do uzyskania wektora
weztowych stopni swobody T. W ten sposéb, wyznaczenie T (P) wymaga dwéch prostych
algebraicznych operacji macierzowych.

2. Generacja startowej populacji S(*) sktadajacej sie z M liczb binarnych z losows selekcja m bitdéw
{0,1} dla kazdego osobnika tej populacji. M jest przyjmowane podczas gdy m is dobierane jako
najmniejsza liczba caltkowita spelniajgca ponizsza nieréwnodé

(Prnax — Pmin) - 10° < 2m -1 (4.11)

gdzie ¢ = 1,2,3, ..., oznacza liczbe pozycji znaczacych kazdego osobnika populacji (czyli liczbe
cyfr $wiadczacych o rozdzielezosci pomiarowej).

3. Wyznaczenie biezacych wartoéei rozwiazania P,k = 0,1,2,..., odpowiadajacych biezacej
populacji S*), za pomoca prostej transformacji liczb binarnych na dziesietne

Prax — Puin) S, 2071+ s
k ( max min =1
1131( ) o Pmin + = ﬁJl J('t)’

i=1,2..,M (4.12)

4. Wyznaczenie warto$ci funkcji celu (4.8) dla kazdego osobnika populacji P*)| za pomoca agregacji
wektora prawej strony F (P(k)), kontynuowanej przez rozwigzanie ukladu réwnan (4.10) i finalna
obrébke rozwiazania MES (tj. obliczenie pochodnych rozwiazania).

5. Ciagle przetwarzanic populacji rozwigzah (S(“, P(k)) — (SU"‘H), P“”‘”) za pomocy trzech
podstawowych operatoréw genetycznych, mianowicie

- sclekeja (typu ruletkowego), w ktérej kazdy osobnik populacji ma przypisane prawdopodo-
biehstwo wyboru
P (P®)

b= (4.13)
M n(pk)
L F (P)
ktore jest wprost proporcjonalne do jego udzialu w sumic wartosei funkeji celu (4.8); w ten
sposo6b, losowo wybrani osobnicy (zgodnie z rozkladem p;) przechodza do kolejnego etapu,

- krzyzowanie, w ktérym losowo wybrane pary osobnikéw (SE

$ci lanicuchéw bitowych, przyktadowo {101]p,,1001|m,1} i {111]m,0101),,,1}, gdzie punkty
graniczne sa réwniez losowo dobierane; prawdopodobiefstwo krzyzowania jest zwykle na
poziomie 0.6 < p. < 0.9,

- mutacja, w ktorej kazdy bit ma przypisang liczbe losowa r € [0, 1], zgoduic z zalozonym

") s_g-k)) € S*) wymieniaja cze-

rawdopodobiefistwem mutacii L ——— . Jezeli r < , to ten wybrany bit

zmienia sie z 0na 1, lubz 1 na 0.

Podczas gdy operator selekcji wzmacnia najsilniejsze jednostki S*), nie tworzy on zadnych no-
wych. Z drugiej strony, nowi czlonkowie (nowe kombinacje bitéw) moga byé dostarczani przez
dwa pozostale operatory; istnieje jednak ryzyko, ze juz ustalone optymalne rozwigzanie zostanie
zepsute, a w konsekwencji spadnie ogélna jakoé¢ rozwigzania. W zwigzku z tym zaréwno p,, jak
i pm powinny male¢ w miare kontynuowania procesu optymalizacii.

6. Zastosowanie kryterium zatrzymania obliczen, ktére opiera sie na kontroli zalozonego procentu
osobnikéw P, ktére maksymalizuja (4.8). Ponadto, w obliczeniach praktycznych, jedli nie ma po-
prawy jakoSci rozwiazania po okreslonej liczbie populacji, proces zatrzymuje sie. Ponadto brane
sa pod uwage ograniczenia nieréwnosciowe (4.9). Jezeli jednak kryteria zatrzymania obliczei nie
sg spelnione, nalezy wrécié do trzeciego etapu.

7. Ostateczna analiza termiczna na podstawic najlepszego osobnika ostatniej ustalonej populacji
P©Pt) Jub, czesciej, najlepszego osobnika w ogéle (jaki tylko pojawil si¢ w czasie procesu).
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4.6.6 Yaczone podejicie MLPG/BMRS (kombinacja rozszerzona)

Grupa szedciu roznych sformmtowan MLP G, zaproponowanych przez S.Athwicgo (|[R9]), wykorzystuje
starg koncepcje Petrova-Galerkina, w ktorej to funkcja testowa v (zwana tez funkcjg testujacy i zdefi-
niowana na podobszarze ©, ) moze réznié si¢ od funkeji prébnej 7' (zdefiniowanej na podobszarze Q7).
Jedna z funkeji testowych mozge byé zdefiniowana w taki sposob, 2e jest rézna od zera w €, podezas
gdy jest réwna zero w innym miejscu, w rozpatrywanym obszarze §). Dlatego w MLPG obszar musi
by¢ dyskretyzowany za pomocyg dowolnie rozlozonych wezldéw, bez jakiejkolwiek struktury, narzuconej
% gory. Ten rodzaj dyskretnych sformulowan brzegowych wydaje sie byé naturaluy dla metod boeg-
siatkowych, bowiem mozna latwo przypisaé¢ lokalne podobszary o prostym regularnym ksztalcie, do
kazdego wezla. Podobszar ten stanowi nosnik dla funkcji testujacej, gdzie przyjmuje ona wartoéci nie-
zerowe. W naszych badaniach specjalna uwage po$wiecono MLPGS, w ktérymn funkcja testujaca jest
okreslona w postaci funkcji Heaviside’a. W ten sposéb funkcja testujaca ma staly wartosé¢ w kolejnych
podobszarach, przypisanych do kazdego wezta. Takie dyskretne sformulowanie (MLPG5) ma wiele
zalet. Posrdd nich, warto wymieni¢ nastepujace

- w zasadzie wariacyjnej, wszystkie wyrazy zawierajace pochodne funkeji testowej, znikaja,
- tylko funkcja prébna musi byé¢ aproksymowana przy uzyciu jej wartodei wezlowych,

aproksymacja funkeji prébnej moze by¢ inna niz aproksymacja funkeji testowej,

- catkowanie jest ograniczone tylko do prostych podobszaréw,

w niektdorych przypadkach catkowanie moze zostad zredukowane tylko do granicy podobszaru.

Jednak w pierwotnej koncepcji MLPGS5 autorstwa S.Alturiego, obszar musi by¢ pokryty prostymi
podobszarami przypisanymi do kazdego wezla (okregi, prostokaty, itp.). Moga one zachodzié na siebie,
ale musza pokrywaé caly obszar. Pokazano, jak okresli¢ ksztalt i rozmiar takich podobszaréw, by
uzyskane wyniki byty stabilne i jednoznaczne. Ostateczne wyniki moga jednak silnie zalezeé od sposobu
wyboru tych podobszaréw. Ponadto metoda (MLPGS5) nie moze by¢ zastosowana do tych sformulowan,
w ktérych rézniczkowanie obejmuje tylko i wylacznie funkcje testowa, na przyklad niesymetryczna,
zasada wariacyjna drugiego rzedu, powszechnie stosowana w metodzie podzialu jednoéci. Wszystkie
te wady mozna usunaé¢ w taczonej metodzie MLPG / BMRS, zaproponowanej przez J.Orkisza i
przeze mnie w [A11]. Podzial obszru na wielokaty Voronoi staje sie wtedy jednoznaczny. Ponadto
aproksymacja funkcji probnej wykorzystuje te same zasady, co w standardowej BMRS (tj. klasyfikacja
gwiazd, aproksymacja MWLS, catkowanie na lokalnych podobszarach). Co wigcej, takie podejécie moze
zostac rozszerzone na inne typy MLPG, takie jak zupelnie nowe MLPG7, w ktérym funkcja testujaca
jest liniowo interpolowana nad tréjkatami Delaunay.

4.6.7 Metoda iteracyjna Newtona-Raphsona z optymalna nad-relaksacja, stosowana w
BMRS

Badania koncentruja si¢ na kilku nowych propozycjach przyspieszenia iteracyjnych metod rozwigzy-
wania zaréwno liniowych, jak i nieliniowych ukladéw réwnan algebraicznych, generowanych za pomocy,
dowolnej metody analizy numerycznej. Jednakze podejécie oparte na rozwiazaniu BMRS jest szcze-
gélnie interesujace, poniewaz moze ono wytwarzaé nie-pasmowe i niesymetryczne uklady réwnan, dla
ktérych iteracyjne metody nie moga by¢ stosowane bezpodrednio. Podstawowa koncepcja opiera sie na
sukcesywne]j technice nad-relaksacji. Nowy, prosty i skuteczny sposéb obliczenia parametru relaksacji,
zaproponowany i opracowany przez J.Orkisza i prze mnie w [A8], opicra si¢ albo na mini-
malizacji, albo na eliminacji bledu resztkowego biezacego rozwiazania. Druga koncepcja efektywnie
wykorzystuje cechy nieskonczonego postepu geometrycznego. Jego iloraz budowany jest przy uzyciu
przyrostow rozwiazania w kilku poczgtkowych seriach kolejnych iteracyjnych krokéw. Oba mechaniziny
akceleracji zostaly dodatkowo polaczone ze soba, w celu uzyskania najlepszego przyspieszenia procesu
rozwigzania dla ukladéw liniowych réwnan algebraicznych. Znaczaca poprawa zbieznodci zostala réw-
niez osiggnicta podezas testowania nieliniowych ukladéw (z zrelaksowana metoda Newtona-Raphsona,
[A2)).
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4.6.8 Adaptacyjne podejicie typu wielosiatkowego dla BMRS

Podejécie BMRS, z aproksymacja wyiszego rsedu oparty na wyrazach poprawkowych operatoréw réz-
nicowych, moze by¢ z powodzeniem zastosowane w procesie adaptacyjnym typu i ([R3, R4]). W tym
procesie znana jest tylko pierwsza dyskretyzacja. Wszystkie kolejne, gestsze, musza byé generowane
na podstawic odpowicdnicgo kryterium. Analiza biedéw a-posteriori, ktéra wykorzystuje rozwigza-
nie wyzszego rzedu jako rozwiazanie referencyjne wysokiej jakosci, zostala juz oméwiona powyzej.
Dla kazdej dyskretyzacji uzyskuje si¢ dwa rozwigzania, mianowicie standardowe (niskiego rzedu) i je-
go oduiesicnie, rozwigzanic wyzszego rzedu. Ich wzgledna réznica estymuje prawdziwy nicznany blad
rozwigzania. Dlatego nowe wezly sa generowane w lokalizacjach, w ktérych réznica ta osiaga najwyzsze
wartosci, podczas gdy polozenia starych weziéw pozostaja nienaruszone. Najpowazniejsza wada tego
podejicia dotyczy wymogu rozwigzania wielu ukladéw réwnan, a liczba niewiadomych gwaltownie ro-
$nie. Jednak te wade mozna rozwigzaé bez wigkszych trudnodci, gdy stosuje sie podejscie wielosiatkowe.
W podejéciu wielosiatkowym, uktad jest rozwigzywany w dokladny sposéb na pierwszej, najrzadsze;
chmurze wezléw (poczatkowej dyskretyzacji). Zamiast bezposredniego rozwiazania ukiadéw dla kolej-
nych gestszych chmur, cala informacja dotyczaca macierzy wspélezynnikéw oraz wektoréw prawych
stron jest transportowana pomiedzy gestszymi chmurami i najrzadszy z nich. Dokonuje sie tego za
pomocg dwéch operacji numerycznych, a mianowicie prolongacji (ktéra interpoluje rozwigzanie od
rzadszej do gestszej chmury) i restrykeji (ktéra redukuje blad resztkowy z chmury gestszej do chmury
rzadszej). Oryginalne koncepcje prolongacji i restrykeji, zaproponowane przez J.Orkisza w [R5] i
po6zniej opracowane przeze mnie w [A9] dla BMRS, zastosowane w tych badaniach, oparte sa,
odpowiednio, na kolokacji réznicowej i zasadzie réwnej wirtualnej pracy. Dodatkowo, blad residuum
jest estymowany dwukrotnie, dla rozwiazai o niskim i wyzszym rzedzie (oryginalna koncepcja,
zaproponowana przeze mnie w [A9]). W drugim przypadku odpowiada on wprost wyrazom ko-
rekcyjnym. Podejscia BMRS, adaptacyjne (chmury generowane za pomoca technik analizy bledéw
a-posteriori) i nieadaptacyjne (zestaw chmur jest znany a-priori), zaréwno w wersji tradycyjnej jak i
wielosiatkowej, zostaly zastosowane do rozmaitych probleméw mechanicznych, w tym z dodatkowym
sprzezeniem ze zbiorami rozmytymi (metoda analizy probleméw z réznymi poziomami niepewnogci
parametréw materiatu i obciazenia [R10]) i z metoda Monte Carlo optymalnego wyboru kombinacji
obciazen (dla oceny niezawodno$ci konstrukeji).

4.7 Opis otrzymanych rezultatéw

Ten podrozdzial jest zorganizowany w nastepujacy sposéb. Zastosowania w mechanice wszystkich kom-
binacji proponowanych metod sa zaprezentowane osobno, zgodnie z zagadnieniami rozpatrywanymi w
kolejnych pracach, zawartych w serii publikacji. Dla kazdego artykulu przedstawiono krétka dyskusje
o nowatorskich pomystach i koncepcjach w nim zawartych, z uwypukleniem tych zaproponowanych i
opracowanych przeze mnic.

4.7.1 Analiza termicznych, mechanicznych oraz termo-mechanicznych probleméw za po-
mocg laczonej MES-BMRS

W [A5], przybornik programu Matlab zostal opracowany catkowicie przeze mnie. Stuzy on do
efektywnego generowania chmur wezléw (bez narzuconej struktury, do analizy BMRS) i tréjkatnych
siatek (dla analizy MES), dla przypadkéw 2D. Ten pakict obliczeniowy moze byé stosowany w réwno-
leglej analizie numerycznej probleméw brzegowych mechaniki i inzynierii ladowej za pomoca taczonego
podejécia MES-BMRS. Najbardziej nowatorskimi i waznymi cechami zastosowanych algorytméw ge-

neracyjnych sa:
- mozliwa réwnolegta analiza kilku rozlacznych podobszardw,
- zastosowana reprezentacja brzegowa geometrii obszaru,

- generowanie wezléw odbywa sie za pomoca okres§lonych funkcji gestodci,
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- mozna zastosowad regularne rozklady weztéw i losowo zaburzone chmury wezlow,

- granica obszaru moze skladac sie z prostych i zakrzywionych krawedzi dowolnego typu; w przy-
padku zakrzywionych krawedzi bazowe polozenia wezléW sa okreslane ze stala dtugoscia tuku,

- mozna analizowaé réwniez obszary z otworami o dowolnym ksztalcie,
- wszystkie techniki oparte sg na prostych formulach geometrycznych.

Podstawowym zatozeniem wszystkich opracowanych kodéw programu Matlab jest to, ze sa one oparte
na dobrze znanych funkcjach (meshgrid, delaunay), ktére zostaly rozszerzone do bardziej ogdlnych
przypadkéw. Wszystkie nowe pliki Matlaba moga by¢ stosowane bez wiekszych trudnoécei w wiekszych
fragmentach kodéw. Produkuja one wektory i macierze z jawnymi interpretacjami geometrycznymi.
Wszystkie procedury zbadalem na wybranych przykladach mechanicznych. Uwzglednitem zaréwno
algorytmy generowania, jak i analize numeryczng probleméw Poissona 2D (stacjonarny przeplyw ciepla
oraz skrecanie pryzmatycznego preta).

W [A7], analizowane sa problemy termiczne 2D i 3D za pomoca taczonej MES-BMRS. Dwie me-
tody sa sprzezone w dwéch lub w wickszej liczbie rozigcznych podobszaréw, ktére sa dyskretyzowane
za pomoca catkowicie niezaleznych siatek / chmur wezléw, bez wymogu jakichkolwiek wspélnych cech
na interfejsie podobszaru (niezgodne aproksymacje). Jedynym dodatkowym elementem dodawanym
do zasady wariacyjncj, pochodzacej od (4.1), jest odpowiedni skladnik catkowy, ktéry jest obliczany
wzdiuz tego interfejsu (krzywa / linia w 2D lub powierzchnia / plaszczyzna w 3D), i ktéra laczy te
podobszary w jeden obszar. Podobna koncepcja jest stosowana do spelnienia warunkéw brzegowych
typu podstawowego (Dirichleta) dla calego brzegu na raz, niczaleznic od rodzaju dyskretyzacji we-
wnatrz. Analizowana jest dokladnod¢ rozwiazania, a takie efektywnodé metody, ktére wskazuja na jej
duzy potencjal.

W [A6], uwaga skupiona jest na termo-mechanicznym problemic poczatkowo-brzegowym (4.1) i
(4.2). Zostal on rozwigzany za pomoca metody obliczeniowej, ktora laczyla dwa dobrze znane po-
dejécia dyskretne: MES i BMRS. Podobnie jak wyzej, obszar zadania zostal podzielony na dwie lub
wigksza liczbg podobszaréw, z nieciggtymi aproksymacji na granicy. Mimo to, ostateczne rozwigzanic
jest ciagle w ramach zalozonej precyzji, odpowiadajacej jednemu parametrowi skalarnemu, wspélnemu
dla obu pdl, a mianowicie szerokosci granicy pomiedzy podobszarami. Ta szerokoéé zalezy tylko od
gestodel slatki i parametréw aproksymacji. Jest tez wspolua dla obydwu pdl (termicznego i mecha-
nicznego). Zaproponowane podejécie jest zilustrowane wybranymi przyktadami, w tym problemami
czysto mechanicznymi i termomechanicznymi, rozpatrywanymi w 2D i 3D. Wykazano, ze uzyskuje sie
podobne, poréwuywalne wyniki, niezaleznie od lokalizacji interfejsu, ktéra nie ma istotnego wplywu
na ostateczne wyniki.

Wszystkie przyktady liczbowe, przedstawione w [A6, A7], zostaty zaprojektowane i wykonane
przeze mnie. Reprezentatywne wyniki uzyskane dla plytki prostokatnej, zamocowanej na dwdch
krawedziach, przedstawiono na rys. 1. Niezerowy strumien ciepla jest przylozony do dolnej krawedzi.
BMRS (lewy podobszar) wykorzystuje rzadsza chmure weztéw i drugi rzad aproksymacji, podczas
gdy MES (podobszar po prawej stronie) bazuje na gestszej siatce elementéw tréjkatnych z interpolacja
liniows. Pomimo tych réznic, stopief niecigglosci rozwiazain i ich pochodnych jest podobny jak poziom
bledu rozwiazania. Normy bledéw sa wy$wietlone w tytulach wykreséw.

4.7.2 Analiza probleméw termicznych za pomoca ulepszonej MES-BMRS

W [Al], ulepszona metoda MES-BMRS (opracowana caltkowicie przeze mnie) skonfrontowana
jest ze standardowym podejsciem MES, wykorzystujacym elementy skofczone wyzszego rzedu, na
przykiadzie analizy probleméw cieplnych (4.1). Wyrazy poprawkowe moga byé zastosowane do stan-
dardowego schematu MES, w oparciu o wariacyjne sformulowanie probleméw cliptycznych, prowadzace
do prostej, iteracyjnej procedury. Podstawowe rozwiazanie MES, odpowiadajace najprostszej interpo-
lacji bazujgcej na funkcjach ksztaltu, jest wzbogacone o wyrazy korekeyjne tych funkcji, budowane za
pomocy technik bezsiatkowych, w weztach i w punktach calkowania. Pozwala to na znaczne zniej-
szenie wysitku obliczeniowego, poniewaz zaréwno liczba wezléw, jak i punkty calkowania w elemencie

Strona 17

ol



Zal.3 do wniosku o przeprowadzenie postepowania habilitacyjnego w dziedzinie nauk technicznych, w
dyscyplinie: budownictwo

TEMPERATURE (numerical) EFLECTION (numerical)
min = 9.2967C, max = 0.0087653C, [Helf , = 2.74¢-03 min=0m, mx-:r 15680-05m, |, [l , = 1.820-04 5
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TQTAL HEAT FLUX qe(e+eC+3)™® (numerical) EQUIVALENT ELASTIC STRESS o, (H-M-H) tnumerical)
min = OWim?, max = 24 7T76Wim® min = OMPa, max = 2 4963MPa 210

-

Rysunek 1: Rezultaty otrzymane dla zadania termo-mechanicznego 2D: temperatura, przemieszczenia,
norma strumienia ciepla i zastepcze naprezenie Hubera-Misesa

skoficzonym majg odpowiadaé podstawowemu rzedowi interpolacji. Z drugiej strony, koficowe rozwia-
zanie wyzszego rzedu, otrzymane z iteracyjnego schematu ze zmodyfikowanym globalnym wektorem
obcigzenia, odzwierciedla zaréwno cechy elementowe (na przyklad wysoka dokladnosé temperatury),
jak i cechy bezsiatkowe (np. wysoks dokladnos$é strumienia cieplnego). Proponowane podejécie jest
testowane na rozmaitych przyktadach, z réznymi typami geometrii obszaréw i rozwiazaniem wzor-
cowym. Uwzgledniono zaréwno regularne jak i nieregularne siatki, a takie arbitralnie nieregularne
chmury wezléw. Przedstawiono zastosowanie rozwigzania wyzszego rzedu do oszacowania bledu bledu
i procesu adaptacji. Na koniec pokazano wyniki analizy zbieznoéci, przeprowadzonej na ciggu siatek
/ chmur z rosnacy liczba wezléw. Osiggnieto znaczna poprawe tempa zbieznodci (ponad 100 razy w
skali liniowe;j).

Reprezentatywne wyniki (wszystkie zostaly przygotowane przeze mnie, z wyjatkiem sia-
tek MES, ktoére zostaly wygenerowane przy znacznej pomocy ze strony R. Putanowicza),
przedstawmno na rys. 2. W przypadku obu obszaréw, stosowano mieszane warunki brzegowe, a mia-
nowicie T = 0 na 80, (na lewej i dolnej krawedzi obszaru typu L oraz na wszystkich zewnetrznych
krawedziach prostokata), § = —10 (dla pozostatych czeéciach brzegu) oraz funkcje intensywnosci ob-
cigzenia f(z,y) = 10z — 20y i wspélczynniki materialowe A\, = Ay = 1. Wygenerowano nieregularne,
adaptacyjne chmury wezléw w liczbie dwunastu. Do analizy zbieznoéci stosuje sig rozwigzanie odnie-
sienia MES, otrzymane na bardzo gestej siatce (z n = 12580 wezléw podstawowych) i p = 4 (czyli
bardzo wymagajace obliczeniowo). Jego wyznaczenie wymagalo 10 minut pracy (komputer z 6 GB
pamieci RAM i procesorem 2,80 GHz), natomiast obliczenia wymagane dla ulepszonego rozwigzania
MES-BMRS i wykonywane na najgestsze] siatce zabraly tylko kilkanascie sekund. Mozna zaobserwo-
waé duzo dokladniejsze wyniki i bardzo wysokie wspélczynniki zbieznosci (z poprawa przekraczajaca
2 w skali pétlogarytmicznej), gdy poréwnuje si¢ standardowa MES i ulepszone podejicie MES-BMRS.

Strona 18

ST



Zal.3 do wniosku o przeprowadzenie postepowania habilitacyjnego w dziedzinie nauk technicznych, w
dyscyplinie: budownictwo
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Rysunek 2: Rezultaty analizy zbiezno$ci uzyskane na ciagu siatek nieregularnych, adaptacyjnych,
dla ulepszonej MES-BMRS, w geometrii typu L (a,c) i prostokacie z otworem kolowym (b,d), dla
nieznanego rozwigzania analitycznego
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4.7.3 Analiza bledu a-posteriori rozwigzania MES dla probleméw termo-mechanicznych
za pomoca BMRS

W [A10] (i czedciowo w [Al]). zaproponowano prosty i skuteczny sposéb oszacowania bledu rozwiaza-
nia (autorstwa J.Orkisza i mojego w [A10], a calkowicie mojego w [A1]). Wykorzystuje on
koncepeje rozwigzania odnicsienia wyzszego rzedu, ktére mozna zastosowaé zaréwno w BMRS, jak i w
MES. Opiera si¢ ono na dodatkowych wyrazach korekcyjnych, ktére pochodza z rozwiniecia nieznanej
funkeji w szereg Taylora. Wyrazy te skladaja si¢ z pochodnych wyzszego rzedu, a takze ze skokéw i nie-
cigglodei rozwigzania. Modyfikuja one prawe strony rownaf algebraiczuych, dostarczajac rozwiazania
o znacznie zwigkszonej doktadnoéci, bez konieczno$ci wprowadzania nowych weztéw lub nowych nie-
wiadomych do chmury wezléw czy tez siatki elementéw. Estymacje bledu rozwiazania wyzszego rzedu
sg pordwnywane z tymi, ktére sa powszechnie stosowane w innych metodach dyskretnych, szczegdl-
nie w MES. To poréwnanie obejmuje estymatory hierarchiczne, wygladzajace i niejawne resztkowe.
Wszystkie one potrzebuja wysokiej jakoéci rozwigzania odniesienia jako odpowiednika nieznanego roz-
wigzania analitycznego. Mozna zastosowad tutaj rozwigzanie wyzszego rzedu (2p-tego), gdzie p jest
podstawowym rzedem interpolacji/aproksymacji. Dzigki temu uzyskuje sie o wiele doktadniejsze wy-
niki, przy mniejszym wysitku obliczeniowym, pod wzgledem indeksu efektywnosci. W tym przypadku,
indeks ten jest ré6wny prawie dokladnie jeden (gdzie jeden jest wartodciag doskonala, odpowiadajaca
prawdziwemu bledowi rozwigzania). Seria wykonanych obliczefi dla zadah termicznych dala bardzo
zachgcajace rezultaty. Przykladowe wyniki przedstawiono na rys. 3. Dokladny blad rozwiazania MES
jest skonfrontowany z estymatorem hierarchicznym wyzszego rzedu, uzyskanym przy uzyciu technik
bezsiatkowych, dla prostokatnego obszaru z okraglym otworem.

4.7.4 Analiza probleméw termicznych za pomocg metody Monte Carlo z bezsiatkowa
Sciezky

W [A4], zmodyfikowana, bezsiatkowa wersja metody Monte Carlo (MC) z technika losowej $ciezki
zostala zaproponowana wylacznie przeze mnie i przetestowana na réznych problemach elip-
tycznych, w tym stacjonarnych problemach termicznych. Metoda opiera si¢ na wybranych metodach
dyskretyzacji i aproksymacji, typowych dla metod bezsiatkowych. W poréwnaniu do oryginalnej me-
tody MC z ustalona losowa $ciezka, pozwala ona na analize szerszej klasy réwnan eliptycznych, z
niejednorodng funkcja prawej strony, materialem anizotropowym oraz mieszanymi (podstawowymi
i naturalnymi) warunkami brzegowymi. Ponadto moga by¢ stosowane dowolnie niercgularne siatki,
jak réwniez niestrukturalne chmury weztéw, przypisane do bardziej zlozonych ksztaltéw geometrycz-
nych. Metoda MC z bezsiatkows éciezky opiera sie na konstrukeji losowej éciezki ruchéw, poczawszy
od okreslonego punktu (wezta), w ktérym wymagane jest rozwigzanie. Prawdopodobiefistwa wyboru
kolejnych kierunkéw zaleza od konfiguracji aktualnych wezléw (gwiazda BMRS), a takze od wspdlezyn-
nikéw réznicowych odpowiadajacych operatorom rézniczkowym, uzyskanych za pomoca aproksymacji
metodg MWLS. Wreszcie, zastosowang koncepcje Monte Carlo, zgodnie z ktorg losowa $eiezka koficzy
sie w wezle brzegowym, poloZonym na czeéci brzegu z podstawowymi warunkami brzegowymi (ze zna-
nym rozwigzaniem). Stad mozliwa jest szybka, efektywna i dokladna estymacja rozwigzania BMRS
w wezle, bez koniecznosci generowania duzego ukladu réwnan, laczacego wszystkie nieznane wartodei
funkcji. Jest to pomocne w przypadkach, gdy metody deterministyczne zawodza (np. z powodu osobli-
wosci rozwigzaifl) lub mniejszej dokladnoéé rozwiazania (na przyklad z powodu niskiej jakoéci siatki /
chmury). Ponadto oméwiono pelng analize (dogodna dla zréwnoleglenia obliczen) wszystkich wezléw
wewnetrznych i brzegowych z nieznanym rozwiazaniem, z dodatkowym alternatywnym wygladzaniem
rozwigzania weztowego, co poskutkowalto zmniejszeniem systematycznego bledu. Dodatkowo podejscie
pozwala na przyblizona ocene poczatkowego rozwigzania w przypadku probleméw nieliniowych lub
niestacjonarnych, rozwigzywanych w sposéb iteracyjny. Mozna jednak zauwazy¢ kilka powaznych wad
proponowanej metody, w tym:

- optymalna réwnowaga pomiedzy chmura gestodcel wezidw (liczba weziéw ni / lub (éredni) rozmiar

siatki h) a liczbg losowych Sciezek /N powinna byé sformulowana albo a-priori (na podstawie cech

Strona 20

/n
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FE-MFDM, EXACT LO SOL. ERROR &"* FE-MFDM, ESTIM. LO SOL. ERROR 'l
min = 8.56e-04, max = 1.56e-01 min = 7.59%e-04, max = 1.60e-01

L? =3.07e.02, L' = 2,48¢-01, H' = 1,55¢-01 L2 =3.12e.02, L' = 2.542.01, H' = 1.55¢-01

-3 -2 -1 0 1 2 3 3 2 -1 0 1 2 3

a) improved FE-MFDM, b) improved FE-MFDM,
exact solution error estimated solution error

Rysunek 3: Rzadka poSrednia chmura weziéw (n = 384) z wykresami Scislego (a) i estymowanego
(b) bledu rozwiazania, obliczeniowego dla kazdego elementu skoficzonego, dla prostokgta z kolowym
otworem, dla ulepszonej MES-BMRS, ze znanym rozwiazaniem analitycznym w postaci funkeji trygo-
nometrycznej
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a) Monte Carlo temperature b) Monte Carlo flux
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min = -1.02e+00, max = 1.04e+00 o, T
2o Inf _ 1
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3

o6 25
& 05 £ 2
% * 04 15 i
" D2 s
s -. B !
[ 1 2 3 o 1 2 3
X X,
¢) FD temperature d) FD flux

Rysunek 4: Rezultaty analizy ustalonego przeplywu ciepla dla L-ksztaltu; a) temperatura wg Monte
Carlo, b) strumie ciepta wg Monte Carlo, ¢) temperatura wg BMRS, d) strumien ciepta wg BMRS

problemu) lub a-posteriori, za pomocg stochastycznej analizy bledéw i adaptacyjnego rozkladu
weziéw, odpowiadajacego oszacowaniu bledu rozwigzania;

- czas obliczeniowy i zlozonoéé techniki losowej Sciezki silnie zalezy od odlegloéci miedzy okreélo-
nym punkten, a brzegiem obszaru, z warunkami podstawowymi, a takze liczba znajdujacych
si¢ na nim weztéw; chociaz zastosowano prosta modyfikacje proponowanej metody, rozwiazujaca
ten problem, kwesti¢ t¢ nalezy zbada¢ w bardziej szczegélowy sposéb.

Reprezentatywne wyniki przedstawiono na rys. 4. Geometria typu L zostala przyjeta (podobnie jak w
poprzednim przykladzie), z warunkami brzegowymi zaréwno typu podstawowego, jak i naturalnego.
Ponadto zastosowano model dyskretyzacji za pomoca nieregularnie rozlozonych wezléw, o liczebnogci
n = 348. Funkcje obciazenia termicznego ('I_’, f. @) zostaly utworzone na podstawie rozwigzania ana-
; = . (T my
litycznego T (z,y) = sin (7 + 5
losowych $ciezek zostala ustawiona na N = 3000. Zaprezentowano nastepujace wykresy: rozwiaza-
nia Monte Carlo dla temperatury i éredniego strumienia ciepla oraz réwnowazne rozwigzania BMRS.
Dodatkowo, Scisle bledy rozwigzania numerycznego (w odniesieniu do analitycznych rozwiazaf) zo-
staly oszacowane w normach L2, Li*f oraz semi-normie H' i przedstawione w postaciach liczbowych.
Chociaz wyniki Monte Carlo sa mniej precyzyjne, ogdlna jako$é rozwiazania jest rozsadna, szcze-
gélnie w poréwnaniu do zalozonego rozwigzania analitycznego T i odpowiednich rozwigzan BMRS.
Dodatkowo, ich otrzymanie jest znacznie prostsze (jedna formuta na kazdy wezel z nieznana wartoscig

temperatury).

; przyjeto tez funkcje materiatowe A\, = 2% i Ay = y*. Liczba
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4.7.5 Analiza odwrotnych probleméw kratowych za pomoca taczonej metody MES-AG

W [A3], podejécie bazujace na polgezeniu algorytméw genctycznych (GA) oras standardowej metody
elementéw skoficzonych (MES) zostalo zaproponowane i opracowane calkowicie przeze mnie.
W szczegdlnosci podejécie to zostalo zaprojektowane i przetestowane pod katem problemu odwrot-
nego plaskicj kratownicy, a mianowicie odzyskiwania jej pelnego stanu statycznego (przemieszezenia,
odksztalcenia, naprezenia). Dodatkowe informacje pochodza z danych pomiarowych, w tym pomiaréw
odksztatceit w wybranych pretach, wykonywanych za pomoca czujnikéw odksztalcenia zamocowanych
do clementéw konstrukeyjnych. Co wiecej, dane te moga byé uzupelnione pomiarami przemieszezenia,
jesli sa one dostepne. W tym celu, rozwigzano problem nieliniowej optymalizacji z ograniczeniami
wynikajacymi z tolerancji pomiarowej. Struktura MES jest stosowana jako narzedzie dyskretyzacji i
aproksymacji rozwigzania konkretnego problemu kratownicy ze znana lokalizacja i wartodeig sil. Z
drugiej strony, AG sa odpowiedzialne za zorientowane na problem przeszukanie dopuszczalnej prze-
strzeni rozwiazan (osobnikéw populacji) przez okreslong liczbe pokolen genetycznych. Obliczenia sa
przeprowadzane do momentu spetnienia odpowiednich kryteriéw ich zatrzymania. Zaproponowany al-
gorytm rozwiazania zostal przeanalizowany pod katem réznych probleméw zwiazanych z kratownica,
z réznymi parametrami dotyczacymi dokladnosci rozwigzania, dopuszczalnej przestrzeni rozwiazaf,
liczby nieznanych sil, a takze liczby czujnikéw. Za kazdym razem poréwnania miedzy pierwotnym sta-
tycznym stanem (ktéry stuzyt jako Zrédlo symulowanych danych eksperymentalnych), a odzyskanym
wskazywaly na bardzo dobra zgodno$¢ ostatecznych wynikéw. Poza okreéleniem zewnetrznego obciaze-
nia kratownicy, algorytm ten zostal zastosowany do nowatorskiej identyfikacji uszkodzonych czujnikéw
odksztalcenia, jak réwniez do nowatorskiego projektu optymalnej liczby czujnikéw odksztalcenia, dla
okreslonego rozmiaru kratownicy.

Reprezentatywne wyniki przedstawiono na rys. 5 dla czterech wybranych typéw geometrii kra-
townicy i konfiguracji obciazen (to znaczy sit skupionych, przylozonych do wezléw paséw gérnych).
Pierwotne wartosci obciazenia wynosza 10 kN, 15 kN i 20 kN. Na tej podstawie symulowano dane
pomiarowe odksztalcenia i przemieszczenia (odpowiednio: prety kratownicy zaznaczone na zielono i
wezly oznaczone czerwonym krzyzykiem), z oryginalnymi wartoéciami zakléconymi losowym szumem.
Odzyskane wartodci obciazent, uzupelione normami réznic pomigdzy odzyskanymi odksztalceniami i
odksztalceniami zatozonymi, sg podawane w postaciach liczbowych. Ponadto, dla kazdego przypadku.,
wykreélane sa érednie i maksymalne wartosci funkeji celu (4.8), w odniesieniu do numeru pokolenia
genetycznego.

4.7.6 Analiza geometrycznie nieliniowych probleméw termo - sprezystych za pomocy
BMRS i metody Newtona - Raphsona z nad-relaksacja

W [A9] zaproponowaliémy (J.Orkisz i ja) dwie nowe, proste koncepcje przyspieszenia metod rozwiazy-
wania iteracyjnego dla ukladu réwnaii algebraicznych (liniowych i nieliniowych). Pomysly te obejmujg
optymalne podejscie nad-relaksacji, ze zmiennym parametrem, minimalizujacym blad resztkowy, a
takze podejscie bazujace na ciagu geometrycznym, ktérego iloraz budowany jest na kolejnych przyro-
stach rozwiazania, w oparciu o sume nieskoficzonej liczby wyrazéw przyrostu rozwigzania. Pomysty
te sg stosowane do iteracyjnej metody Gaussa-Seidla (G-S), dla liniowego ukladu réwnan i iteracyjnej
metody Newtona-Raphsona (N-R), dla nieliniowego ukladu réwnan. Uzyskane wyniki sg bardzo zache-
cajace. Testy numeryczne wskazuja na duza poprawe wspélezynnika zbieznosei do 200 razy dla G-S i
kilka razy (do 10) dla N-R, jak réwniez redukcje liczby iteracji dla pasmowych i petnych ukladéw linio-
wych. Korzysci sa najwigksze w przypadku dobrze uwarunkowanych uktadéw. Przedstawiono wybrane
przyklady inZynierskie, w ktérych uklady réwnan sa generowane za pomoca standardowych podejéé
réznicowych (siatek regularnych) i bezsiatkowych MRS (nieregularne chmury weztéw), a mianowicie
ugiecia geometrycznie nieliniowej belki zginanej oraz ugiecie idealnej membrany.

Rys. 6 przedstawia poréwnanie typowej zbieznosci rozwigzania (bledy w normach érednich i mak-
symalnych) dla standardowego niezrelaksowanego N-R (gérny wykres) oraz zrelaksowanego N-R, z
dwoma parametrami (dolny wykres). W tym szczegélnym przypadku wykonywane sg obliczenia dla
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Rysunck 5: Wybrane rezultaty taczonej analizy MES-AG w odwrotnych problemach kratowych
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problemu zginania idealnej membrany z kolowym przekrojem i silnie nieregularng chmura z 377 we-
zlami. Jak mozna zauwazy¢, pierwsza metoda wymaga 2268 krokéw iteracji, podczas gdy druga -
tylko 259. Ponadto catkowity czas obliczeniowy wynidst 313 sckundy, w pierwszym praypadku i tyl-
ko 8 sekund, w drugim przypadku. Zmniejszenie liczby iteracji nie wymaga znacznie wiecej nakladu
obliczeniowego.

W [A2] omdwiono analize 3D rzeczywistego problemu techniczuego, a mianowicie deformacii kabli
napowietrznych linii energetycznych. Opracowane zostaly niezawodne nieliniowe modele mechanicz-
ne i matematyczne, oparte na duzych przemieszczeniach, malych odksztalceniach, termo-elastycznym
prawic konstytutywnym i klasycznych zasadach termomechanicznych (autorstwa J.Orkisza, W.
Cecota i mojego). Ze wzgledu na rzeczywiste problemy inzynieryjne, szczegélna uwage przylozo-
no do niezawodnosci wynikéw i wydajnosci obliczefi. Dlatego zbadano kilka niezaleznych podejéé do
rozwigzania tego problemu. Najwazniejsze nowe elementy, zawarte w pracy, sa nastepujace (te opra-
cowane tylko przeze mnie zostaly pogrubione):

- seria nieliniowych modeli 1D, 2D i 3D, z duzymi przemieszczeniami oraz rozciggliwymi i
nicrozciggliwymi kablami,

- mocne, stabe 1 mieszane sformutowania problemu,

- kilka metod analizy dyskretnej (MES, BMRS, MLPG-5 z BMRS),

- wymuszenie réznych rzeddédw aproksymacji funkeji praemieszezen kabla,

- zmienne gestoéci siatki,

- rozne metody analizy nieliniowej (standardowa Newtona-Raphsona vs. N-R z relaksacja, z
jednym lub dwoma parametrami).

- rézne sposoby budowania modeli sktadajacych sie z kabli, stupéw i laficuchéw izolatoréw,

- trzy niezaleznie opracowane programy komputerowe (dwa oryginalne wtasne kody i jedno ko-
mercyjne oprogramowanie),

- walidacja modelu, czyli poréwnanie wynikéw obliczei z pomiarami.

4.7.7 Analiza probleméw termicznych za pomocs podejécia MLPG-BMRS

W [A11] rozwaza sie polaczenie BMRS z oryginalna koncepcja sformutowasi typu MLPG, Zapropono-
wanych przez S.Atluriego. Przyblizenie nieznanej funkcji bazuje tylko na jej wartosciach weztowych.
Zasada wariacyjna jest spetniona lokalnie w podobszarach, podezas gdy funkcja testowa moze réznié
sie od funkeji prébnej. Opracowano kombinacje MLPG5-BMRS (autorstwa J.Orkisz i mojego), w
ktorej funkcje testujaca przyjmuje sie jako funkcje schodkows Heaviside, nad wielokatami Vonoronoi.
Ponadto stosuje si¢ najnowsze (aktualne) osiggniecia w dziedzinie BMRS, w tym aproksymacje wyzsze-
go rzedu, ulepszona analize bledéw a-posteriori, a takze ulepszone podejécie adaptacyjne. Szczegélnie
interesujace sa wyniki uzyskane za pomoca kombinacji MLPGS5 i BMRS. w odniesieniu do ich precyzji
i wydajnosci samych algorytméw. Testy numeryczne 1D i 2D odzwierciedlaja poréwnywalng jakoéé
wynikéw MLPG5/BMRS z wynikami uzyskanymi za pomoca standardowych sformulowaii probleméw
brzegowych (np. mocnych lub wariacyjnych). Jednak MLPG5/BMRS wymaga mniej nakladu oblicze-
niowego, ze wzgledu na prostote funkeji testowej i jej noénikéw. Wysoka jako§é rozwiazania uzyskuje
si¢, gdy uwzglednione sa wyrazy wyzszego rzedu.

W [A2], koncepcja rozwigzania MLPG5/BMRS jest stosowana do analizy numerycznej kabli na-
powietrznych linii elektrycznych, w oparciu o nieliniowy model kabla rozciggliwego.

4.7.8 Analiza probleméw termicznych i mechanicznych za pomoca adaptacyjnej wielo-
siatkowej BMRS

W [A9], wérdd réznych aplikacji podejécia BMRS typu adaptacyjnego i nicadaptacyjnego wiclosiatko-

wego wyzszego rzedu, warto wspomnieé o nastepujacych, opracowanych catkowicie przeze mnie,
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Rysunek 6: Poréwnanie zbieznoéci rozwigzania dla dwéch procedur Newtona-Raphsona (géra: bez
relaksacji, dé! - z dwoma parametrami relaksacji

duze ugiecia belki wspornikowej (problem nieliniowy geometrycznie), poddanej dziataniu sity
skupionej $ledzacej (tj., ktérej kierunek podaza za deformacja belki) (rys. 7a),

- estymacja niezawodno$ci, a mianowicie oszacowanie prawdopodobiefistwa sytuacji, w ktérej nie
wystepuje uszkodzenie konstrukeji (tutaj: swobodnie podparta belka zginana, poddana dzialaniu
sity skupionej o zmiennej lokalizacji), ze wzgledu na odpowiednie kryterium (rys. 7b),

- stacjonarna i niestacjonarna analiza przeplywu ciepla w szynie kolejowej,
- analiza zbioréw rozmytych [R10], w ktérej obciazenia, przylozone do belki swobodnie podpartej,
oraz ich polozenia maja przypisane wartosci rozmyte (niejednoznaczne).

Ponadto, typowe poréwnanie czaséw obliczeniowych dla techniki wielosiatkowej i podejécia standardo-
wego przedstawiono na rys. 7c (dla nieadaptacyjnych siatek regularnych) i rys. 7d (dla adaptacyjnych
nieregularnych chmur wezléw), dla przypadku 1D. W kazdym przypadku mozna zaobserwowaé znacz-
na redukeje czasu obliczen (odpowiednio okoto 45 i 10 razy).

5 Opis pozostalych osiggnieé naukowych

W tym rozdziale omawiane sa moje pozostale osiggniecia naukowe i badawcze, a mianowicie inne
publikacje naukowe, nie ujete w gtéwnym cyklu, uczestnictwo w projektach naukowych i grantach, a
takze projekty opracowane we wspélpracy z przedsiebiorstwami przemystowymi.

5.1 Pozostale publikacje naukowe

Ponizsze publikacje nie zostaly zaliczone do gléwnego cyklu prac, gdyz albo tylko podrednio lacza sie
z opisywana w nim tematyka [B1,B3,B4,B6] lub tez dotyczg zupelnie innych probleméw [B2,B5].
B1 Irena Jaworska, Stawomir Milewski, 2016, ”On two-scale analysis of heterogeneous materials

by means of the meshless finite difference method”, International Journal for Multiscale Com-
putational Engineering 14(2):25-43, IF = 0.760, MNiSW = 25 (A), méj wklad = 40%.
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Rysunek 7: Rézne zastosowania wielosiatkowej BMRS wyzszego rzedu: a) duze ugiecia belki wspor-
nikowej, b) oszacowanie niezawodnosci belki swobodnie podpartej, ¢) poréwnanie czaséw obliczen dla
nieadaptacyjnej techniki wielosiatkowej z podejéciem standardowym, d) poréwnanie czasu obliczei
dla adaptacyjnej techniki wielosiatkowej z podejéciem standardowym

B2 Stawomir Milewski, Janusz Orkisz, 2013, ”Numerical modelling of slumps under highways
located on a mining damage area, based on experimental measurements”, Inverse Problems in
Science and Engineering 21(6):987-1006, IF = 0.800, MNiSW = 25 (A), méj wklad = 70%.

B3 Stawomir Milewski, 2013, "Selected computational aspects of the meshless finite difference
method and their implementation in Matlab”, Numerical Algorithms 63(1):107-126, IF = 1.005,
MNiSW = 30 (A), méj wklad = 100%.

B4 Stawomir Milewski, Irena Jaworska, 2015, "Recent advances in the meshless finite difference
method”, Recent advances in civil engineering: computational methods (monograph chapter).
Ed. W.Cecot. Cracow University of Technology Press 481:143-168, IF = 0, MNiSW = 0, méj
wkiad = 40%.

B5 Lukasz Bednarski, Stawomir Milewski, Rafal Siefiko, 2014, ”Determination of vertical and
horizontal soil displacements in automated measuring systems on the basis of angular measure-
ments”, Technical Transactions 6B:4-13, IF = 0, MNiSW = 14 (B), méj wklad = 50%.

B6 Janusz Orkisz, Stawomir Milewski, 2008, ” A’posteriori error estimation based on higher order
approximation in the meshless finite difference method”, Lecture Notes in Computational Science
and Engineering: Meshfree Methods for Partial Differential Equations III (monograph chapter)
65:189-213, IF = 0, MNiSW = 0, md6j wkiad = 80%.

W [B1] przedstawiono zastosowanie BMRS do numerycznego problemu homogenizacji heterogenicz-
nych materialéw o periodycznej strukturze. Badane sa dwie skale analizy, a mianowicie makroskala i
mikroskala dla inkluzji o ksztalcie kolistym. Wartoéci efektywnych stalych materialowych sg okreslone
dla pojedynczego reprezentatywnego elementu objetoéciowego (RVE). Analizowane sa trzy rézne typy
RVE, wybrane zgodnie z rozktadem inkluzji. Opracowano lokalne i wariacyjne podejscia do rozwia-
zania BMRS dla problemu liniowej sprezystosci 2D. Oméwiono podstawowe kroki algorytmu BMRS.
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Podejscie BMRS jest stosowane zaréwno w skali mikro, jak i makro, w celu okreslenia pél przemiesz-
czefl, odksztalcen i naprezen, a takze efektywnych parametréw materialu. Testy numeryczne obejmuja
rozwigzanic rozwazanych probleméw mechanicznych na poziomie mikro i makro. Wyniki dla réznych
typéw RVE (1 +3) sa poréwnywane ze sobg pod wzgledem zbieznosei rozwiazan. Wyniki potwierdza-
ja poprawnoé¢ sformulowania problemu i algorytmu obliczeniowego BMRS. Przeprowadzono analize
wynikow zbiesnosci (parametréw materiatowych) dla clagu siatek # rosnaca liczba weztéw. Odpowied-
nie problemy z poziomu makro sa rozwigzywane za pomocg metody bezposredniej brutalnej sity (bez
homogenizacji) i przy uzyciu zestawu efektywnych parametréw materialowych, uzyskanych z homoge-
nizacji w skali mikro.

W [B2] przedstawiono system pomiaréw przemieszczen gruntu pod autostrada na obszarze szkod
gérniczych Gérnego Slaska. Celem badan jest opracowanie analizy numerycznej takich przemieszczen
wystepujacych pod autostrada, przeprowadzonej niezawodna i szybka metoda przeksztalcania wyni-
kéw odpowiednich pomiaréw eksperymentalnych w przemieszczenia gruntu pod droga. Uwzgledniono
dwa modele numeryczne, a mianowicie uproszczone i pelne podejécie. Uproszczone podejécie opiera
si¢ na technice uSredniania wynikéw uzyskanych dla pojedynczego ciagu pomiarowego, z dodatko-
wymi zalozeniami, dotyczacymi maksymalnej gladkoscei lub minimalnej krzywizny rozpadliska. Pelne
podejécie bazuje jednoczesnie na wszystkich danych pomiarowych. Do celéw inzynierskich, monitoro-
wanie i analize numerycznej mozna wykonywac on-line w szybki, wystarczajaco dokladny i niezawodny
sposdb.

W [B3] rozwazane sg komputerowe techniki implementacji podstawowego algorytmu BMRS. Diugo-
letnia praktyka w MES spowodowala stagnacje wielu aspektéw BMRS. Gléwnym celem tego artykutu
jest zachecenie naukowcdw zajmujacych sig mechanikg obliczeniows do projektowania wlasnych kodéw
bazujacych na podejéciu réznicowym. Najwazniejsze aspekty tego podejscia zostaly opisane i wdro-
zone za pomocg znanego $rodowiska Matlab. Szczegélna uwage zwrdécono na problemy generowania
gwiazd réznicowych, lokalnej aproksymacji MWLS, generowanie réwnafni MRS, schematy calkowania,
a takze koficowe przetwarzanie wynikéw. Przykladowe kody dotycza problemu skrecania pryzmatycz-
nego preta, przedstawionego zaréwno w sformulowaniach mocnych, jak i wariacyjnych (Galerkin). Co
wigcej, mogg by¢ one latwo rozszerzone przez uzytkownikéw dla duzej klasy aplikacji mechanicznych
i technicznych.

W [B4] przedstawiono wybrane najnowsze osiagniecia i zastosowania inZynieryjne BMRS. Po-
dejécie BMRS do analizy numerycznej problemu brzegowego moze obejmowaé generowanie wezléw,
modyfikacj¢ topologii weztéw, oryginalne koncepcje aproksymacji wyzszego rzedu, oszacowanie biedu
a-posteriori i wygladzanie rozwiazania, jak réwniez adaptacyjna procedure wielosiatkows. Ruchome
wazone najmniejsze kwadraty sg stosowane w celu skonstruowania lokalnej aproksymacji nieznanej
funkcji. Réznorodue testy wykonane dla probleméw liniowych i nieliniowych wskaznjs na potencjal-
na moc udoskonalonego podejécia BMRS (z aproksymacja wyzszego rzedu oparta na wyrazach ko-
rekcyjnych i podejsciu wielopunktowym) w efektywnym rozwiazywaniu (wysokie tempo zbieznosci)
probleméw brzegowych mechaniki, jak réwniez w analizie bledéw i adaptacji siatki / chunury we-
ztéw. Catkowita liczba wezléw moze zostaé¢ zmniejszona, bez pogorszenia jakoéei rozwigzania MRS,
poprawionego przez podniesienie rzedu lokalnej aproksymacji.

W [B5] oméwiono techniki analizy danych uzyskanych z lafcuchéw pomiarowych zbudowanych
z czujnikéw inklinometrycznych. Pozwalaja one na poprawe dokladno$ci wynikéw w przypadku za-
stosowania klasycznych pomiaréw inklinometrycznych, wykonanie pomiaréw przemieszczen gruntu
za pomoca lancuchéw pomiarowych, bez ochrony rurowej, rezygnacje z uzywania probéwek inklino-
metrycznych. Dodatkowo umozliwiaja budowe automatu ukladéw o znacznie diuzszych elementach
pomiarowych i uzyskanie rozsadnych kosztéw budowy systemu pomiarowego. Przedstawiono i omé-
wiono dwie metody dopasowania krzywych do danych pomiarowych. Powszechnie stosowana technika
uproszczona opiera si¢ na zalozeniu prostych odcinkéw miedzy czujnikami pomiarowymi, stanowia-
cych linig tamana (funkcja spline pierwszego rzedu). Chociaz interpoluje ona wielkoéci pomiarowe,
jego dokladnoéé jest zwykle niska, a najwieksze bledy znajduja sic na odeinkach pomiedzy czujni-
kami. Drugie, bardziej ziozone podejscie bazuje na matematycznych metodach aproksymacji, takich
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jak interpolacja Lagrange’a, funkcje sklejane wyzszych rzedéw i najbardziej ogélna metoda, technika
ruchomych wazonych najmniejszych kwadratéw. Przeprowadzone testy numeryczne wyraznie wykaza-
ly. z¢ metody te odtwarzajg prawdziwe rozwigzanic (przemieszezenie gruntu) w duzo dokladunicjszy
sposéb, szczegélnie w przypadkach, gdy gradienty rozwigzania sa wysokie (zbocza lub zwaliska). Co
wigcej, te rozwigzania moga by¢ stosowane jako estymatory bledéw dla uproszczonego rozwiazania,
jezeli to konieczne.

W [B6] przedstawiono najnowsze osiggniecia w aproksymacji wyzszego rzedu zastosowanej do ana-
lizy BMRS probleméw brzegowych typu eliptycznego. Koncepcja przyblizenia wyzszego rzedu opiera
sie na uwzglednicniu dodatkowych warunkéw w rozwiniecia nieznanej funkeji w szereg Taylora. Wy-
razy te moga sklada¢ si¢ z pochodnych wyzszego rzedu oraz ich skokéw i / lub osobliwoéci. Sa one
uzywane jako czlony korekcyjne standardowego operatora bezsiatkowego. Wéréd wielu zastosowafi
aproksymacji wyzszego rzedu szezegolny nacisk polozony jest na ocene a-posteriori bledu rozwiazania
i blad resztkow, zaréwno w formach lokalnych, jak i globalnych. Tak wiec podejscie wyzszego rzedu
dostarcza wyniki, ktére mogg by¢ réwniez stosowane jako rozwigzanie odniesienia wysokiej jakoéci w
globalnych lub lokalnych estymatorach bledéw. Réznorodno$é wykonanych testéw 1D i 2D wskazuje
na wyrazng wyzszos¢ takiego podejécia do szacowania bledu w stosunku do obecnie stosowanych w
innych metodach obliczeniowych.

5.2 Udzial w projektach badawczych

C1 ”Opracowanie nowego czujnika $wiatlowodowego umozliwiajacego wyznaczenie profili pionowych
i poziomych przemieszczen badanych obiektéw na odcinkach o dlugoéci do 120 km”, 2017-
2019 (projekt w realizacji), grant Narodowego Centrum Badafn i Rozwoju (POIR.01.01.01-00-
0550/15), wykonawca.

C2 "Komputerowa analiza inzynierskich nieustalonych zagadniefi termosprezystych i termoplastycz-
nych za pomoca sprzezonej MES / bezsiatkowej MRS” (”Computational coupled FEM / me-
shless FDM anaysis dedicated to engineering nonstationary thermo-clastic and thermo-plastic
problems”), 2016-2019, (projekt w realizacji), grant Narodowego Centrum Nauki (2015/19/
D/ST8/00816), kierownik i wykonawca.

(3 "Dynamiczne zarzadzanie zdolnoéciami przesylowymi sieci elektroenergetycznych przy wykorzy-
staniu innowacyjnych technik pomiarowych” (”Dynamic management of transmission capacity
of electric cables using innovative electrical measurement technology”), 2014-2016, grant Narodo-
wego Centrum Badan i Rozwoju oraz Narodowego Funduszu Ochrony Srodowiska i Gospodarki
Wodnej (NCBR/214108), wykonawca.

C4 "Rozwijanie i kalibracja modeli numerycznych wybranych istniejacych konstrukeji inzynierskich,
z wykorzystaniem danych pomiarowych, a takze mechanicznych i heurystycznych zatozen” (”De-
velopment and calibration of numerical models of selected existing engineering structures taking
into the account measurement data as well as mechanical and heuristic assumptions”), 2011,
Matopolska Agencja Rozwoju Regionalnego (MARR/282/2011/DZPP), wykonawca.

C5 " Wicloskalowe modclowanie niesprezystych materialéw heterogenicznych za pomocy hp - adap-
tacyjnej metody elementéw skoficzonych” (”Multiscale modelling of the in-elastic heterogeneous
materials by the hp-adaptive finite element method”), 2008-2010, grant przyznany przez Mini-
sterstwo Nauki 1 Szkolnictwa Wyzszego (N N506 369734), wykonawca.

5.3 Wspdlpraca z przemystem

W ostatnich latach wspélpracowalem z kilkoma firmami z Malopolski: Neostrain (2010-2011) i SHM
System (2013-2018), ktére zajmuja sie problemami nalezacymi do szerokiej klasy zagadnien SHM
(Structural Health Monitoring - Monitorowanie zywotnosei konstrukeji); Mathworks (2012-2013), kt6-
ra jest oficjalnym dystrybutorem oprogramowania Matlab i JD Engineering (2018-2020), ktéry jest
oficjalnym przedstawicielem pakietu Midas, opracowanego do analizy MES konstrukeji sprezonych.
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W ramach wspélpracy z tymi firmami bralem udzial lub biore udzial w trzech duzych projektach,
sponsorowanych przez rézne polskie agencje i centra, wykorzystujace érodki przyznane przez UE. W
wyniku mojej wspolpracy ukazaly si¢ cztery prace naukowe ((A2, A3, B2, B5]), a kolejne sa w toku
lub na etapie planowania.

6 Informacja dotyczaca moich obecnych prac

Moje najnowsze prace koncentruja sie na nastepujacych aspektach

1.

analiza numeryczna probleméw termo-clastycznych i termo-plastycznych za pomoca sprzezonego
/ ulepszonego MES-BMRS (koficowa cze$é projektu badawczego [C1]),

analiza numeryczna zagadnien odwrotnych mechaniki, a mianowicie wyznaczanie obcigzen struk-
turalnych i cieplnych (temperatura brzegowa, strumieh cieplny, ci$nienie, sily masowe, zrédlo
ciepla) na podstawie danych pomiarowych (temperatura, odksztalcenia, przemieszczenia), za
pomoca odpowiednich kombinacji metod probabilistycznych i deterministyeznych, w szczegélno-
$ci polaczonej bezsiatkowej metody Monte Carlo z algorytmami genetycznymi oraz potaczonego
bezsiatkowego Monte Carlo z bezpodrednim analitycznym rézniczkowaniem funkeji celu, budo-
wanej w formie stochastycznej,

optymalizacja trasy kabla ciggna w konstrukcjach mostowych poddanych naprezeniom wstep-
nym, za pomoca kombinowanego podejscia MES-AG.
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